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ค ำน ำ 
 
        เอกสารประกอบการสอนเล่มนี้ ผู้เรียบเรียงมีวัตถุประสงค์เพ่ือใช้เป็นเอกสารประกอบการเรียนการ
สอนในวิชาพลศาสตร์วิศวกรรม( Engineering Dynamics ) รหัสวิชา 30208302 ซึ่งเป็นวิชาชีพบังคับใน
หลักสูตรอุตสาหกรรมศาสตร์บัณฑิต สาขาเทคโนโลยีเครื่องกล คณะเทคโนโลยีอุตสาหกรรม  
มหาวิทยาลัยนครพนม  ซึ่งวิชาพลศาสตร์วิศวกรรมนี้ เป็นการศึกษาเกี่ยวกับหลักการเบื้องต้นของ
พลศาสตร์ กฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน การหาความเร็วและความเร่งของอนุภาคและวัตถุเกร็ง การหาแรงที่
เกิดจากความเร่งของอนุภาคและวัตถุเกร็ง การหาโมเมนตัมและแรงกระแทกท่ีเกิดข้ึนในอนุภาคและวัตถุ
เกร็ง การใช้สมการพลังงานในการแก้ปัญหาการเคลื่อนที่   
        โดยภายในเอกสารเล่มนี้ประกอบไปด้วย  ความมุ่งหมายหลักสูตร ลักษณะรายวิชา การแบ่งหน่วย/
บทเรียน/หัวข้อ ก้าหนดการสอน วัตถุประสงค์ในการสอน ตารางก้าหนดน้้าหนักคะแนน การประเมินผล
รายวิชา  และแผนการสอนตลอด 18 สัปดาห์   
         หวังเป็นอย่างยิ่งว่า  เอกสารประกอบการสอนเล่มนี้  จะเป็นประโยชน์ต่อการเรียนการสอนในวิชา
พลศาสตร์วิศวกรรม  ในหลักสูตรครุศาสตร์อุตสาหกรรมบัณฑิตและในหลักสูตรอุตสาหกรรมศาสตร์
บัณฑิต   แต่ถ้าหากมีส่วนใดส่วนหนึ่งมีข้อผิดพลาดในด้านต่าง ๆ ผู้เรียบเรียงต้องขออภัยมา ณ ที่นี้และ
ขอรับข้อเสนอแนะต่าง ๆ ของทุกท่านด้วยความยินดี  เพ่ือที่จะได้น้าไปปรับปรุงแก้ไขและให้เกิดประโยชน์
สูงสุดต่อไป 
  
 
 
        
           รณศักดิ์  วิวัฒน์ปรีชานนท์   
                                                                                     วชิุดา  ตามัย 
                                                                                     สุจิน    สุนีย์       
          คณะเทคโนโลยีอุตสาหกรรม 
                                                    มหาวิทยาลัยนครพนม 
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สารบัญ 
เร่ือง           หน้า 
 
ความมุ่งหมายของหลกัสูตร        5 
ลกัษณะรายวชิา          6 
การแบ่งหน่วย/บทเรียน/หวัขอ้        7 
ก าหนดการสอน          13 
จุดประสงคก์ารสอน         20 
การประเมินผลรายวชิา         26 
ตารางก าหนดน ้าหนกัคะแนน        27 
ใบเตรียมการสอน   

สัปดาห์ท่ี 1         29 
สัปดาห์ท่ี 2         40 
สัปดาห์ท่ี 3         66 
สัปดาห์ท่ี 4         85 
สัปดาห์ท่ี 5         105 
สัปดาห์ท่ี 6         125 
สัปดาห์ท่ี 7         140 
สัปดาห์ท่ี 8         158 
สัปดาห์ท่ี 9 (สอบกลางภาคเรียน)      170 
สัปดาห์ท่ี 10         171 
สัปดาห์ท่ี 11         188 
สัปดาห์ท่ี 12         204 
สัปดาห์ท่ี 13         220 
สัปดาห์ท่ี 14         234 
สัปดาห์ท่ี 15         251 
สัปดาห์ท่ี 16         276 
สัปดาห์ท่ี 17         290 
สัปดาห์ท่ี 18 (สอบปลายภาคเรียน)      309 

บรรณานุกรม          310 
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หน้า 
ภาคผนวก   
ภาคผนวก ก.  เฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน   
 สัปดาห์ท่ี 1         313 
 สัปดาห์ท่ี 2         315 
 สัปดาห์ท่ี 3         317 
 สัปดาห์ท่ี 4         322 
 สัปดาห์ท่ี 5         330 
 สัปดาห์ท่ี 6         335 
 สัปดาห์ท่ี 7         348 
 สัปดาห์ท่ี 8         356 
 สัปดาห์ท่ี 10         361 
 สัปดาห์ท่ี 11         365 
 สัปดาห์ท่ี 12         370 
 สัปดาห์ท่ี 13         376 
 สัปดาห์ท่ี 14         382 
 สัปดาห์ท่ี 15         389 
 สัปดาห์ท่ี 16         395 
 สัปดาห์ท่ี 17         399 
 
ภาคผนวก ข.  ตารางแสดงค่าต่าง ๆ ท่ีเก่ียวขอ้ง      407 
ภาคผนวก ค.  คุณสมบติัของวตัถุท่ีมีรูปทรงต่าง ๆ      410 
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ความมุ่งหมายของหลกัสูตร 

หลกัสูตรระดบั  ปริญญาตรี  สาขาวชิา  เทคโนโลยเีคร่ืองกล 

ภาควชิา  เทคโนโลยเีคร่ืองกล 
 
1. เพื่อผลิตครูอาชีวศึกษาท่ีมีความรู้และทกัษะเฉพาะดา้น  ในหนา้ท่ีครูท าการสอนวชิาช่างอุตสาหกรรม    
    ช่างเทคนิคอุตสาหกรรมและช่างเทคนิควศิวกรรมในสาขาเคร่ืองกล 
2. เพื่อผลิตครูอาชีวศึกษาท่ีมีความรู้ความสามารถในการสอน โดยเนน้การสอนวชิาชีพเฉพาะสาขา 
    เคร่ืองกล มีทกัษะในการสอนใหค้ าแนะน า การใหค้วามรู้ประสบการณ์และการอบรมจริยธรรมแก่ 
    นกัศึกษา  คนงาน  หรือช่างฝีมือ ตลอดจนการประสานงานติดตามและประเมินผลการปฏิบติังาน 
3. เพื่อฝึกฝนใหค้รูอาชีวศึกษามีความคิดริเร่ิมสร้างสรรค ์ มีกิจนิสัยในการคน้ควา้วางแผนเตรียมการ
สอน 
    รวมทั้งปรับปรุงและพฒันาตนเองใหก้า้วหนา้อยูเ่สมอ สามารถแกปั้ญหาดว้ยหลกัการและเหตุผล  
    ปฏิบติังานดว้ยหลกัวชิาการท่ีมีการวางแผนและควบคุมอยา่งรอบคอบ ซ่ึงจะก่อให้เกิดผลสัมฤทธ์ิตาม  
    เป้าหมายอยา่งประหยดั รวดเร็ว มีคุณภาพ 
4. เพื่อปลูกฝังใหค้รูอาชีวศึกษามีคุณธรรม มีระเบียบวนิยั ตรงต่อเวลา ซ่ือสัตยสุ์จริต ขยนัหมัน่เพียร  
    ส านึกในจรรยาบรรณครูและรับผดิชอบต่อหนา้ท่ีและสังคม 
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ลกัษณะรายวชิา 

 
รหัสและช่ือวชิา     พลศาสตร์วศิวกรม        3(3-0-3) 
                  Engineering  Dynamics  
 
สภาพรายวชิา  วชิาบงัคบัสาขาในหลกัสูตรอุตสาหกรรมบณัฑิต 
                สาขาวชิาเอก  เทคโนโลยเีคร่ืองกล 
ระดับรายวชิา  ภาคเรียนท่ี  2  ชั้นปีท่ี  1  
พืน้ฐาน   - 
 
เวลาศึกษา  54 คาบ  ตลอด  18  สัปดาห์  เรียนทฤษฎี  3  คาบต่อสัปดาห์   

และนกัศึกษาตอ้งมีเวลาศึกษาคน้ควา้นอกเวลา 3 ชัว่โมงต่อสัปดาห์  
 
หน่วยกติ  3  หน่วยกิต 
 
จุดมุ่งหมาย  1.    เขา้ใจหลกัการเบ้ืองตน้ของพลศาสตร์ 

2. เขา้ใจหลกัการจลนศาสตร์ของอนุภาคและวตัถุเกร็ง 
3. เขา้ใจหลกัการของจลนพลศาสตร์ของอนุภาคและวตัถุเกร็ง 
4. เขา้ใจในหลกัการของจลนศาสตร์ของระบบอนุภาค 
5. เห็นความส าคญัของการศึกษาวชิาพลศาสตร์วศิวกรรม 

 
ค าอธิบายรายวชิา  

ศึกษาหลกัการเบ้ืองตน้ของพลศาสตร์ กฎของนิวตนั การหาความเร็วและ
ความเร่งของอนุภาคและวตัถุเกร็ง การหาแรงท่ีเกิดจากความเร่งของอนุภาค
และวตัถุเกร็ง การหาโมเมนตมัและแรงกระแทกท่ีเกิดข้ึนในอนุภาคและวตัถุ
เกร็ง  การใชส้มการพลงังานในการแกปั้ญหาการเคล่ือนท่ี   
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การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

หลกัการเบ้ืองตน้ของพลศาสตร์วศิวกรรม 
1.1  นิยามท่ีเก่ียวขอ้งกบัพลศาสตร์วศิวกรรม 
1.1.1  ความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์กบัพลศาสตร์ 
1.1.2  ความแตกต่างระหวา่งคิเนเมติกส์กบัคิเนติกส์ 
1.1.3  ความแตกต่างระหวา่งระยะทางกบัการขจดั 
1.1.4  ความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็วกบัความเร็ว 
1.1.5  ความแตกต่างระหวา่งมวลกบัน ้าหนกั 
1.1.6  ความแตกต่างระหวา่งความเร่งกบัความหน่วง 
 
1.2  กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั 
1.2.1  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 1  ของนิวตนั 
1.2.2  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2  ของนิวตนั 
1.2.3  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 3  ของนิวตนั 
1.2.4  กฎความกฎความโนม้ถ่วง 
 
จลนศาสตร์ของอนุภาค 
2.1  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.1  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.2  การเคล่ือนท่ีในแนวราบ 
2.1.3  การเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 
2.1.4  ความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ 
  
2.2  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.1  การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 
 

3 
2 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 
 

12 
3 
 
 
 
 
 

1 

- 
 
 
 
- 
 
 
 
 
 
 
 
- 
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การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
 

2 
 
2.3   การการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
2.3.1  ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
2.3.2  หลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบเชิงมุม 
 
2.4  การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.1  ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.2  หลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
 
2.5  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.1 ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.2 การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ y -x  
2.5.3 การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ t-n      
2.5.4  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ θ -r      
 
2.6    การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
2.6.1 ลกัษณะของเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
2.6.2  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิงขนานกบัต าแหน่ง 
          เดิม 
2.6.3  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิงหมุน  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
1 
 
 
 

1 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 

3 
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การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
3 จลนพลศาสตร์ของอนุภาค 

3.1   แรงและการเคล่ือนท่ี 
3.1.1  ความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและการเคล่ือนท่ี 
3.1.2  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน y-x  
3.1.3  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน t-n  
3.1.4  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน θ-r  
 

3.2   งานและพลงังาน 
3.2.1 ความหมายของงานและพลงังาน 
3.2.2 สมการของงานและพลงังาน 
3.2.3 หลกัความถาวรของพลงังาน 
3.2.4 ก าลงังาน 
3.2.5 ประสิทธิภาพทางกล 
 

3.3   อิมพลัส์และโมเมนตมั 
3.3.1   ความหมายของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
3.3.2   สมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.3   อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.4   อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
 

3.4  การกระทบ 
3.4.1  ความหมายของการกระทบ 
3.4.2  การกระทบแบบ  Direct central  Impact 
3.4.3  สมการการกระทบแบบ Direct central  Impact 
3.4.4  การวเิคราะห์การกระทบแบบ Direct central  Impact 
3.4.5  การกระทบแบบ Oblique central  Impact 
3.4.6  สมการการกระทบแบบ  Oblique central  Impact 
3.4.7  การวเิคราะห์การกระทบแบบ Oblique central  Impact 
 
 

12 
3 
 
 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 

3 

 



10 
 

 
การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
 

4 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
จลนศาสตร์ของระบบอนุภาค 
4.1   การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.1  สมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 

                            
4.2   งานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.1  สมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.2  การวเิคราะห์งานและพลงังานของระบบอนุภาค 

        
4.3    อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.1  สมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.2  การวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
 
4.4    การไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.1  ลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.2  การวเิคราะห์การไหลของมวลแบบทรงตวัมัน่ 
 
4.5   การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.1  ลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.2  การวเิคราะห์การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
 
 

 

 

 

 

 

 
6 
1 
 
 
 

1 
 
 
 

1 
 
 
 
 

1.5 
 
 
 

1.5 
 

 
- 
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การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
 

5 
 
จลนศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1   การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1.1  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1.2   การจ าแนกลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
            
5.2  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
5.2.1  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
5.2.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 
5.3  จุดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.1  ความหมายของจุดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
            
5.4  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
5.4.1  ความแตกต่างระหวา่งการเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์กบัแบบสัมพทัธ์ 
5.4.2  การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์ 
5.4.3  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบแกนอา้งอิงขนานกบัแนวเดิม 
5.4.4  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกนอา้งอิงหมุน 
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1 
 
 
 

1 
 
 
 

1 
 
 
 

3 
 
 
 
 
 
 
 
 

- 
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การแบ่งหน่วย / บทเรียน / หัวข้อ 

หน่วยท่ี รายการ 
คาบเรียน 

ทฤษฎี ปฏิบติั 
 

6 
 
จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ 
6.1  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
6.1.1  สมการของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
6.1.2  รัศมีไจเรชัน่ 
6.1.3  การวเิคราะห์ค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
                             
6.2  สมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
6.2.1  การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นตรง 
6.2.2  การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้ 
6.2.3  การเคล่ือนท่ีแบบการหมุนรอบแกนคงท่ี 
6.2.4  การเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
6.2.5   การเคล่ือนท่ีแบบหมุน 
 
6.3  งานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
6.3.1  สมการงานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
6.3.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของงาน 
          และพลงังาน 
 
6.4  อิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
6.4.1  สมการอิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
6.4.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยสมการ 
          ของอิมพลัส์และโมเมนตมั 

 
 
 
 

 
9 
1 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 
 

3 
 
 
 
 

3 
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ก าหนดการสอน 

สัปดาห์
ท่ี 

วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 

3 
 

  
1-3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1-3 
 
 
 
 
 

1 

 
1.1  นิยามท่ีเก่ียวขอ้งกบัพลศาสตร์วศิวกรรม 
1.1.1  ความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์กบัพลศาสตร์ 
1.1.2  ความแตกต่างระหวา่งคิเนเมติกส์กบัคิเนติกส์ 
1.1.3  ความแตกต่างระหวา่งระยะทางกบัการขจดั 
1.1.4  ความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็วกบัความเร็ว 
1.1.5  ความแตกต่างระหวา่งมวลกบัน ้าหนกั 
1.1.6  ความแตกต่างระหวา่งความเร่งกบัความหน่วง 
 
1.2  กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั 
1.2.1  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 1  ของนิวตนั 
1.2.2  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2  ของนิวตนั 
1.2.3  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 3  ของนิวตนั 
1.2.4  กฎความกฎความโนม้ถ่วง 
 
2.1  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.1  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.2  การเคล่ือนท่ีในแนวราบ 
2.1.3  การเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 
2.1.4  ความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ 
  
2.2  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.1  การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
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ก าหนดการสอน 

สัปดาห์
ท่ี 

วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 
 
 
 
 
 

5 

  
2 
 
 
 

3 
 
 
 

1-3 

 
2.3   การการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
2.3.1  ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
2.3.2  หลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบเชิงมุม 
 
2.4  การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.1  ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.2  หลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
 
2.5  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.1 ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.2 การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ y -x  
2.5.3 การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ t-n      
2.5.4  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ θ -r      
 
2.6    การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
2.6.1 ลกัษณะของเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
2.6.2  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิง 
          ขนานกบัต าแหน่งเดิม 
2.6.3  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกน 
          อา้งอิงหมุน  
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ก าหนดการสอน 
สัปดาห์

ท่ี 
วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
6 
 
 
 
 
 

7 
 
 
 
 
 
 

8 
 
 
 
 
 

9 

  
1-3 

 
 
 
 
 

1-3 
 
 
 
 
 
 

1-3 

 
3.1   แรงและการเคล่ือนท่ี 
3.1.1  ความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและการเคล่ือนท่ี 
3.1.2  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน y-x  
3.1.3  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน t-n  
3.1.4  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน θ-r  
 
3.2   งานและพลงังาน 
3.2.1 ความหมายของงานและพลงังาน 
3.2.2 สมการของงานและพลงังาน 
3.2.3 หลกัความถาวรของพลงังาน 
3.2.4 ก าลงังาน 
3.2.5 ประสิทธิภาพทางกล 

 
3.3   อิมพลัส์และโมเมนตมั 
3.3.1   ความหมายของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
3.3.2   สมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.3   อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.4   อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
 
สอบกลางภาคเรียน 
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ก าหนดการสอน 
สัปดาห์

ท่ี 
วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 

  
1-3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 

2 
 
 
 

3 

 
3.4  การกระทบ 
3.4.1  ความหมายของการกระทบ 
3.4.2  การกระทบแบบ  Direct central  Impact 
3.4.3  สมการการกระทบแบบ Direct central  Impact 
3.4.4  การวเิคราะห์การกระทบแบบ Direct central  
Impact 
3.4.5  การกระทบแบบ Oblique central  Impact 
3.4.6  สมการการกระทบแบบ  Oblique central  Impact 
3.4.7  การวเิคราะห์การกระทบแบบ Oblique central   
          Impact 
 
4.1   การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.1  สมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 

                            
4.2   งานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.1  สมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.2  การวเิคราะห์งานและพลงังานของระบบอนุภาค 

        
4.3    อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.1  สมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.2  การวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบ 
           อนุภาค 
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ก าหนดการสอน 
สัปดาห์

ท่ี 
วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
12 

 
 
 
 
 
 
 
 

13 

  
1-3 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 

3 

 
4.4    การไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.1  ลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.2  การวเิคราะห์การไหลของมวลแบบทรงตวัมัน่ 
 
4.5   การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.1  ลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.2  การวเิคราะห์การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
 
 
5.1   การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1.1  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1.2   การจ าแนกลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งใน 
           ระนาบ 
            
5.2  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
5.2.1  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบ 
          แกนคงท่ี 
5.2.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบ 
          หมุนรอบแกนคงท่ี 
 
5.3  จุดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.1  ความหมายของจุดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
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ก าหนดการสอน 
สัปดาห์

ท่ี 
วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
14 

 
 
 
 
 
 
 
 

15 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16 

  
1-3 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 
 
 
 
 

2-3 
 
 
 
 
 
 

1-3 

            
5.4  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
5.4.1  ความแตกต่างระหวา่งการเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์กบั       
           แบบสัมพทัธ์ 
5.4.2  การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์ 
5.4.3  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกน 
          อา้งอิงขนานกบัแนวเดิม 
5.4.4  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกน 
           อา้งอิงหมุน 
 
6.1  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
6.1.1  สมการของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
6.1.2  รัศมีไจเรชัน่ 
6.1.3  การวเิคราะห์ค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
                             
6.2  สมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
6.2.1  การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นตรง 
6.2.2  การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้ 
6.2.3  การเคล่ือนท่ีแบบการหมุนรอบแกนคงท่ี 
6.2.4  การเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
6.2.5   การเคล่ือนท่ีแบบหมุน 
 
6.3  งานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
6.3.1  สมการงานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
6.3.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใช้ 
          หลกัการของงานและพลงังาน 
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ก าหนดการสอน 
สัปดาห์

ท่ี 
วนั /
เดือน 

คาบท่ี 
รายการ หมายเหตุ 

 
17 
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1-3 

 
6.4  อิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
6.4.1  สมการอิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
6.4.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยสมการ 
          ของอิมพลัส์และโมเมนตมั 

 
สอบปลายภาคเรียน 
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 
 
 

หลกัการเบ้ืองต้นของพลศาสตร์วศิวกรรม 
1.1  เข้าใจนิยามทีเ่กีย่วข้องกับพลศาสตร์วศิวกรรมได้ถูกต้อง 
1.1.1  อธิบายความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์กบัพลศาสตร์ 
1.1.2  อธิบายความแตกต่างระหวา่งคิเนเมติกส์กบัคิเนติกส์ 
1.1.3  อธิบายความแตกต่างระหวา่งระยะทางกบัการขจดั 
1.1.4  อธิบายความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็วกบัความเร็ว 
1.1.5  อธิบายความแตกต่างระหวา่งมวลกบัน ้าหนกั 
1.1.6  อธิบายความแตกต่างระหวา่งความเร่งกบัความหน่วง 
 
1.2  เข้าใจกฎการเคล่ือนทีข่องนิวตันได้ถูกต้อง 
1.2.1  อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 1  ของนิวตนั 
1.2.2 อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2  ของนิวตนั 
1.2.3  อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 3  ของนิวตนั 
1.2.4  อธิบายกฎความกฎความโนม้ถ่วง 
 
จลนศาสตร์ของอนุภาค 
2.1  เข้าใจลกัษณะการเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นตรงของอนุภาคได้ถูกต้อง 
2.1.1   อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.2   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีในแนวราบ 
2.1.3   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 
2.1.4   อธิบายความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ 
2.1.5  ค านวณการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
 
2.2  เข้าใจหลกัการการเคล่ือนทีข่องอนุภาคแบบขึน้ต่อกันได้ถูกต้อง 
 2.2.1   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.2   อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.3   ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 

3 
2 
 
 
 
 
 
 
 

1 
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 
 
 
 
 

 

2.3   เข้าใจสมการการเคล่ือนทีเ่ชิงมุมได้ถูกต้อง 
2.3.1   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
2.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบเชิงมุม 
2.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของอนุภาค 
2.4  เข้าใจหลกัการการเคล่ือนทีแ่บบโปรเจคไตล์ได้ถูกต้อง 
2.4.1  อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.4.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
2.5  เข้าใจการเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นโค้งในระนาบได้ถูกต้อง 
2.5.1  อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ  y -x  
2.5.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ t-n      
2.5.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ θ -r      
2.5.5  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคท่ีมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.6    เข้าใจหลกัการการเคล่ือนทีสั่มพทัธ์ในระนาบได้ถูกต้อง 
2.6.1  อธิบายลกัษณะของเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
2.6.2 อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกน 
         อา้งอิงขนานกบัต าแหน่งเดิม (Translating Reference  Axes) 
2.6.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกน 
          อา้งอิงหมุน (Rotating Reference Axes) 
2.6.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบสัมพทัธ์ในระนาบ 
จลนพลศาสตร์ของอนุภาค 
3.1   เข้าใจหลกัการของแรงและการเคล่ือนทีไ่ด้ถูกต้อง 
3.1.1  อธิบายความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและการเคล่ือนท่ี 
3.1.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน y-x  
3.1.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน t-n  
3.1.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน θ-r  
3.1.5  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของแรงและการเคล่ือนท่ี  
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

 3.2   เข้าใจหลกัการของงานและพลงังานได้ถูกต้อง 
3.2.1 อธิบายความหมายของงานและพลงังาน 
3.2.2 อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนของอนุภาคท่ีโดยใชส้มการงานและ 
         พลงังาน 
3.2.3 อธิบายหลกัความถาวรของพลงังาน 
3.2.4  อธิบายความหมายของก าลงังาน 
3.2.5  อธิบายความหมายของประสิทธิภาพทางกล 
3.2.6  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของงานและพลงังาน 

 
3.3   เข้าใจหลกัการของอมิพัลส์และโมเมนตัมได้ถูกต้อง 
3.3.1   อธิบายความหมายของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
3.3.2   อธิบายสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.3   อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
3.3.4   อธิบายสมการอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
3.3.5   อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
3.3.6  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และ 
          โมเมนตมั 
 
3.4  เข้าใจหลกัการของการกระทบได้ถูกต้อง 
3.4.1  อธิบายความหมายของการกระทบ 
3.4.2  อธิบายลกัษณะของการกระทบแบบ  Direct central  Impact 
3.4.3  อธิบายสมการการกระทบแบบ Direct central  Impact 
3.4.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การกระทบแบบ Direct central  Impact 
3.4.5  อธิบายลกัษณะของการกระทบแบบ Oblique central  Impact 
3.4.6   อธิบายสมการการกระทบแบบ  Oblique central  Impact 
3.4.7   อธิบายหลกัการวเิคราะห์การกระทบแบบ Oblique central  Impact 
3.4.8  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของการกระทบ 
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

4 จลนศาสตร์ของระบบอนุภาค 
4.1     เข้าใจสมการการเคล่ือนทีข่องระบบอนุภาคได้ถูกต้อง 
4.1.1  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
4.1.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชส้มการการเคล่ือนท่ี 

                            
4.2    เข้าใจสมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาคได้ถูกต้อง 
4.2.1  อธิบายสมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์งานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชห้ลกัการของงานและ 
          พลงังาน 

        
4.3    เข้าใจสมการของอมิพลัส์และโมเมนตัมได้ถูกต้อง 
4.3.1  อธิบายสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
4.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และ 
         โมเมนตมั 
 
4.4     เข้าใจสมการการไหลของมวลแบบทรงตัวมั่นได้ถูกต้อง 
4.4.1  อธิบายลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การไหลของมวลแบบทรงตวัมัน่ 
4.4.3  ค านวณการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
 
4.5   เข้าใจสมการของระบบมวลแปรผนัได้ถูกต้อง 
4.5.1  อธิบายลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
4.5.3  ค านวณการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

 
5 

    
จลนศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1   เข้าใจการเคล่ือนทีข่องวัตถุเกร็งในระนาบได้ถูกต้อง 
5.1.1   อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
5.1.2   จ  าแนกลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
            
5.2  เข้าใจการเคล่ือนทีข่องวัตถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงทีไ่ด้ถูกต้อง 
5.2.1  อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
5.2.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
5.2.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 
5.3  เข้าใจการวเิคราะห์การเคล่ือนที่โดยใช้จุดหมุนช่ัวขณะได้ถูกต้อง 
5.3.1  อธิบายความหมายของจุดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.2  อธิบายการหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
5.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
 
5.4  เข้าใจการหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนทีข่องวตัถุเกร็งได้ถูกต้อง 
5.4.1  อธิบายความแตกต่างระหวา่งการเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์กบัแบบสัมพทัธ์ 
5.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์ 
5.4.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกน 
          อา้งอิงขนานกบัแนวเดิม 
5.4.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกน 
          อา้งอิงหมุน 
5.4.4  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของการเคล่ือนท่ีแบบ 
          สัมพทัธ์ 
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จุดประสงค์การสอน 

หน่วยท่ี รายการจุดประสงคก์ารสอน 
คาบเรียน 
ท ป 

6 จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ 
6.1  เข้าใจหลกัการโมเมนต์ความเฉ่ือยของมวลได้ถูกต้อง 
6.1.1  อธิบายสมการของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
6.1.2  อธิบายความหมายของรัศมีไจเรชัน่ 
6.1.3  ค านวณหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
 

6.2  เข้าใจสมการการเคล่ือนทีข่องวตัถุเกร็งได้ถูกต้อง 
6.2.1  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล 
          ในแนวเส้นตรง 
6.2.2  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล 
          ในแนวเส้นโคง้ 
6.2.3  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบการหมุน 
          รอบแกนคงท่ี 
6.2.4  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเคล่ือนท่ี 
          ทัว่ไปในระนาบ 
6.2.5   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบหมุน 
 

6.3  เข้าใจหลกัการของงานและพลงังานของวตัถุเกร็งได้ถูกต้อง 
6.3.1 อธิบายสมการงานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
6.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของงาน 
          และพลงังาน 
6.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของงานและพลงังาน 
 

6.4  เข้าใจหลกัการวิเคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตัมของวตัถุเกร็งได้ถูกต้อง 
6.4.1  อธิบายสมการอิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
6.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของอิม 
          พลัส์และโมเมนตมั 
6.4.3  ค  านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และ 
          โมเมนตมั 
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การประเมินผลรายวชิา 
 

     รายวชิาน้ีแบ่งออกเป็น 6  หน่วย แยกได ้ 25 บทเรียน  การวดัและประเมินผลรายวชิาจะด าเนินการ  
ดงัน้ี 
1.  วธีิการ                           ด าเนินการรวบรวมขอ้มูลเพื่อการประเมินผล  แยกเป็น  3  ส่วน  โดย 
                                           แบ่งแยกคะแนน  แต่ละส่วนจากคะแนนเตม็  ทั้งรายวชิา  100  คะแนน 
                                           ผลงานท่ีมอบหมาย 20 หรือ  20 % 
                                           พิจารณาจากกิจนิสัย  ความตั้งใจ  และการเขา้ร่วมกิจกรรม 10 คะแนน   
                                           หรือ 10 % 
                                           การทดสอบแต่ละหน่วยเรียน  70  คะแนน  หรือ  70  % 

โดยจดัแบ่งน ้าหนกัคะแนนในแต่ละหน่วยตามตารางหนา้ถดัไป 
 
2.  เกณฑผ์า่นรายวชิา         ผูท่ี้จะผา่นรายวชิาน้ีจะตอ้ง 
                                           2.1  คะแนนผลงานท่ีมอบหมายไม่ต ่ากวา่  14  คะแนนหรือ  70 % 
                                           2.2  มีเวลาเขา้เรียนไม่ต ่ากวา่   8  คะแนนหรือ  80 % 
                                           2.3  ผลการทดสอบและประเมินผล  โดยมีคะแนนตามเกณฑท่ี์ก าหนด 

         ไวใ้นตารางน ้าหนกัคะแนนและเกณฑผ์า่น 
  2.4 ไดผ้ลรวมคะแนนทั้งหมดไม่ต ่ากวา่  50  คะแนนหรือ  50 % 

 
3.  เกณฑค์่าระดบัคะแนน    
                                           1.  พิจารณาเกณฑผ์า่นรายวชิาตามขอ้  2  ผูท่ี้ไม่ผา่นตามเกณฑข์อ้  2   
                                                จะไดรั้บระดบัคะแนน  F 
                                           2.  ผูท่ี้สอบผา่นเกณฑข์อ้  2  จะไดรั้บค่าระดบัคะแนนตามเกณฑด์งัน้ี 
                                               คะแนนร้อยละ       81    ข้ึนไป       ได ้      A      
                                               คะแนน                   76-80               ได ้      B+ 
                                               คะแนน                   71-75               ได ้      B     
                                               คะแนน                   66-70                ได ้     C+       
                                               คะแนน                   61-65                ได ้     C     
                                               คะแนน                   56-60                 ได ้    D+ 
                                               คะแนน                   50-55                 ได ้    D 
                                               คะแนนต ่ากวา่ร้อยละ   50                  ได ้   F 
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ตารางก าหนดน า้หนักคะแนน 
เลข

ที่ห
น่ว

ย 

                    
                      คะแนนรายหน่วยและน ้าหนกัคะแนน 

 
 
     ช่ือหน่วย 
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หน่

วย
 

น ้าหนกัคะแนน 
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ัย 

คว
าม
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1 หลกัการเบ้ืองตน้ของพลศาสตร์วศิวกรรม 5 2 3 - - - 
2 จลนศาสตร์ของอนุภาค 15 4 5 6 - - 
3 จลนพลศาสตร์ของอนุภาค 15 4 7 4 - - 
4 จลนศาสตร์ของระบบอนุภาค 11 3 6 2 - - 
5 จลนศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ 11 2 6 3 - - 
6 จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็ง 13 4 6 3 - - 
  

 
 
 

      

 รวม 70 19 33 18 - - 
ก  คะแนนภาควชิาการ 70 
ข  คะแนนภาคผลงาน 20 
ค  คะแนนจิตพิสัย 10 
 รวมทั้งส้ิน 100 
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ใบเตรียมการสอนตลอดภาคเรียน 
 

( สัปดาห์ที่ 1  - 18 ) 
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สัปดาห์ที ่1 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  1  หลกัการเบ้ืองตน้ของพลศาสตร์                                                 คร้ังท่ี 1 เลขหนา้ 1/11 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         

11 นิยามท่ีเก่ียวขอ้งกบัพลศาสตร์วศิวกรรม 
12 กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั 

 
 
จุดประสงค์การสอน 
 

11 เขา้ใจนิยามท่ีเก่ียวขอ้งกบัพลศาสตร์วศิวกรรมไดถู้กตอ้ง 
111 อธิบายความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์กบัพลศาสตร์ 
112 อธิบายความแตกต่างระหวา่งคิเนเมติกส์กบัคิเนติกส์ 
113 อธิบายความแตกต่างระหวา่งระยะทางกบัการขจดั 
114 อธิบายความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็วกบัความเร็ว 
115 อธิบายความแตกต่างระหวา่งมวลกบัน ้าหนกั 
116 อธิบายความแตกต่างระหวา่งความเร่งกบัความหน่วง 
 

12 เขา้ใจกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัไดถู้กตอ้ง 
121 อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 1  ของนิวตนั 
122 อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2  ของนิวตนั 
123 อธิบายกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 3  ของนิวตนั 

                                  124  อธิบายกฎความกฎความโนม้ถ่วง 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  1  เลขหนา้  2/11 
เน้ือหา 

 
หลกัการเบ้ืองต้นของพลศาสตร์ 
กลศาสตร์(Mechanics) เป็นวิชาท่ีศึกษาเก่ียวกบัวตัถุในสภาวะหยดุน่ิงหรือในสภาวะท่ีเคล่ือนท่ี  ศึกษาเก่ียวกบั
แรงและผลของแรงท่ีกระท าต่อวตัถุ  แบ่งออกเป็น  2  แขนงใหญ่ ๆ  ดงัน้ี 
  
       1) สถิตศาสตร์ ( Statics ) เป็นการกล่าวถึงวตัถุท่ีอยูใ่นสภาวะหยดุน่ิง ( สมดุล )  ดงันั้น  สถิตศาสตร์จึงศึกษา
ถึงการวเิคราะห์แรงและการแกปั้ญหาของระบบแรง 
 
        2)  พลศาสตร์ ( Dynamics )  จะกล่าวถึงการเคล่ือนท่ีของวตัถุ  และผลของแรงท่ีท าใหว้ตัถุเคล่ือนท่ีหรือ
เปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี  พลศาสตร์จะอาศยักฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัเป็นหลกั  บางทีจึงเรียกวา่  Newtonian  
Mechanics  แบ่งออกไดเ้ป็น  2  แขนงยอ่ย  ดงัน้ี 
 
       คิเนเมติกส์(Kinematics) กล่าวถึงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเชิงเรขาคณิตของวตัถุโดยไม่ค  านึงถึงแรงท่ีมากระท า
กบัวตัถุหรือแรงท่ีท าให้เกิดการเคล่ือนท่ี ดงันั้นคิเนติกส์จึงกล่าวถึง การขจดั(Displacement) ความเร็ว(Velocity) 
ความเร่ง(Acceleration) และเวลา(Time) 
 
       คิเนติกส์ (Kinetics)  กล่าวถึง  ความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงท่ีกระท าต่อวตัถุ  มวลของวตัถุและการเคล่ือนท่ี
ของวตัถุ  จลนศาสตร์ของอนุภาคใชก้ารคาดคะเนลกัษณะการเคล่ือนท่ี  อนัเป็นผลมาจากแรงท่ีกระท าหรือใชใ้น
การก าหนดแรงท่ีกระท าต่อวตัถุ  เพื่อใหว้ตัถุมีการเคล่ือนท่ีตาม 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
. 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  1  เลขหนา้  3/11 
เน้ือหา 

 
1.1 นิยามทีเ่กี่ยวข้องกบัพลศาสตร์วศิวกรรม 
ค านิยามต่าง ๆ ท่ีเก่ียวขอ้งกบัวชิากลศาสตร์นั้น เราจ าเป็นตอ้งทราบถึงความหมายของนิยามเหล่านั้น  
เพื่อใหเ้กิดความเขา้ใจท่ีถูกตอ้ง 
 
ระวางที(่Space) :  คือ  อาณาบริเวณรูปทรงเรขาคณิตท่ีมีเหตุการณ์เกิดข้ึน  โดยทัว่ไปจะหมายถึงอาณา
บริเวณสามมิติ  แต่ถา้เป็นการเคล่ือนท่ีตามแนวเส้นตรงหรือในระนาบ  เราก็จะพิจารณาพียง 1 มิติหรือ 2  
มิติตามล าดบั 
 
กรอบอ้างองิ(Reference Frame) : การก าหนดต าแหน่งของวตัถุนั้น เราจะอาศยัการวดัโดยการ
เปรียบเทียบกบัแกนอา้งอิงเป็นหลกั ส าหรับการเคล่ือนท่ี ซ่ึงเป็นไปตามกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั  แกน
อา้งอิงเรียกวา่  Primary  Inertial  System  หรือ  Astronomical  Frame of  Reference  ประกอบดว้ยแกน
คงท่ีสามแกนท่ีตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั  ค่าต่าง ๆ  ท่ีวดัโดยเปรียบเทียบกบัแกนอา้งอิงน้ีคือค่าสัมบูรณ์ 
(Absolute) โดยทัว่ไปจะก าหนดใหแ้กนอา้งอิงอยูติ่ดกบัผิวโลก  ฉะนั้นการค านวณเก่ียวกบัการเคล่ือนท่ี
ซ่ึงอยูห่่างจากผวิโลกมาก ๆ  จึงตอ้งค านึงถึงผลการหมุนของโลกดว้ย  อยา่งไรก็ตาม  ปัญหาในทาง
วศิวกรรม ส่วนใหญ่มกัเกิดข้ึนใกลผ้วิโลก  ดงันั้นผลท่ีเกิดจากการหมุนของโลกจึงมีค่านอ้ยมาก  ดงันั้น
ค่าต่าง ๆ  ท่ีวดัไดโ้ดยเทียบกบัแกนอา้งอิงท่ีอยูติ่ดกบัผวิโลกจึงสามารถถือเป็นค่าสัมบูรณ์ได ้
 
เวลา (Time)  : ในระบบหน่วยระหวา่งชาติ ( SI  Unit) ใชห้น่วยเวลาเป็นวินาที  ช่วงเวลา  1  วนิาที
เท่ากบั 9,192,631,770  เท่าของคาบเวลาการแผรั่งสีของอะตอม  Cesium-133 
 
ความยาว(Length) : ในระบบหน่วยระหวา่งชาติ(SI  Unit)  ใชห้น่วยความยาวเป็นเมตร  โดยความยาว  
1  เมตรเท่ากบั  1,650,763.73  เท่าของความยาวคล่ืนการแผรั่งสีของอะตอม  Krypton-86 
 
แรง(Force) : คือ  การกระท าของวตัถุหน่ึงต่ออีกวตัถุหน่ึง  แรงจะพยายามเคล่ือนวตัถุท่ีถูกกระท าใหไ้ป
ในทิศทางเดียวกบัแรงหรือพยายามหมุนวตัถุรอบแกนใดแกนหน่ึง 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  1  เลขหนา้  4/11 
เน้ือหา 

 

สสาร(Matter)  :  คือ  สารท่ีตอ้งการท่ีอยู ่ ส่วนวตัถุ (Body)  เป็นสสารท่ีมีผวิปิดโดยรอบ 
 
ความเฉ่ือย(Inertia)  :  คือ  คุณสมบติัของสสารในการตา้นทานการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี   
 
มวล(Mass)  :  คือปริมาณท่ีใชว้ดัค่าความเฉ่ือย  มวลของวตัถุจะมีคุณสมบติัในการดึงดูดซ่ึงกนัและกนั 
 

อนุภาค(Particle) :  คือวตัถุซ่ึงเราถือวา่ไม่มีขนาด  ในทางคณิตศาสตร์  ถือวา่มีขนาดเขา้ใกลศู้นยห์รือ
เป็นจุด  การก าหนดต าแหน่งของวตัถุในบางคร้ังนั้น  เพื่อใหง่้ายข้ึนเราอาจจะถือวา่วตัถุนั้นเป็นอนุภาคก็
ได ้
 
วตัถุเกร็ง(Rigid Body) : คือวตัถุซ่ึงไม่มีการเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างเม่ือถูกแรงกระท า   โดยทัว่ไป
แลว้การเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างมีนอ้ยมาก เม่ือเทียบกบัขนาดทั้งหมดของวตัถุก็อาจถือไดว้า่วตัถุ
นั้นเป็นวตัถุเกร็ง 
 
วตัถุแปรรูป(Deformable  Body) :   
คือวตัถุซ่ึงมีการเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างเม่ือถูกแรงกระท า  ในกรณีท่ีพิจารณาถึงผลการกระท า
ของแรงต่อภายในเน้ือวตัถุ  ซ่ึงท าใหเ้กิดความเคน้ (Stress)  และความเครียด(Strain) ภายในเน้ือวตัถุนั้น 
การค านึงถึงการเปล่ียนแปลงของขนาดและรูปร่างน้ีจึงมีความส าคญัมาก 
 
สเกลาร์(Scalar) : คือ  ปริมาณท่ีมีเฉพาะขนาด  เช่น  เวลา  ปริมาตร  ความหนาแน่น  อตัราเร็ว  พลงังาน  
และมวล  เป็นตน้ 
 
เวกเตอร์(Vector) :  คือปริมาณท่ีมีทั้งขนาดและทิศทาง  การรวมกนัตอ้งเป็นไปตามกฎของส่ีเหล่ียมดา้น
ขนาน(Parallelogram  Law) เช่น การขจดั( Displacement)  ความเร็ว(Velocity)  ความเร่ง(Acceleration) 
แรง(Force)  โมเมนต(์Moment)  เป็นตน้ 
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หน่วยและมิติ 
หน่วยทางกลศาสตร์โดยพื้นฐานแลว้มี 4  ชนิด  คือ  ความยาว  มวล  แรง และ เวลา   โดยตามปกติ

แลว้  เรามกัใชอ้ยู ่2  ระบบ  คือ หน่วยเอสไอและหน่วยองักฤษ ( British System of Unit )  นั้น  ไดแ้สดง
ดงัตารางต่อไปน้ี 

  หน่วย  SI หน่วย  U.S. 

ปริมาณ สัญลกัษณ์ของมิติ หน่วย สัญลกัษณ์ หน่วย สัญลกัษณ์ 
มวล M กิโลกรัม kg สลกั slug 
ความยาว L เมตร m ฟุต ft. 
เวลา T วนิาที s วนิาที sec. 
แรง F นิวตนั N ปอนด์ lb. 

1.1.3  ค่าอุปสรรค ( Prefixes ) 
ค่าอุปสรรค คือ  ค  าน าหนา้หน่วย SI  ซ่ึงสามารถแสดงไดด้งัตารางดงัต่อไปน้ี 

ปริมาณ ตัวคูณ ค่าอุปสรรค สัญลกัษณ์ 
1,000,000,000 109 Giga G 
1,000,000 106 Mega M 
1,000 103 Kilo k 
100 102 Hecto h 
10 10 Deka da 
0.1 10-1 Deci d 
0.01 10-2 Centi c 
0.001 10-3 Milli m 
0.000001 10-6 Micro μ  
0.000000001 10-9 Nano n 
0.000000000001 10-12 Pico p 
0.000000000000001 10-15 Femto f 

 

ตวัอยา่ง  เช่น  ความยาว  5,000  เมตร  เขียนไดเ้ป็น  5  km.  หรือ  มวล  0.0326  kg.  เขียนไดเ้ป็น  32.6  
g. เป็นตน้   
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1.2  กฎการเคล่ือนทีข่องนิวตัน (Newton ’s  Law of Motion ) 
        เซอร์ไอแซค นิวตนั (ค.ศ. 1642-1727) เป็นนกัวิทยาศาสตร์ฟิสิกส์ผูมี้ช่ือเสียงท่ีสุดคนหน่ึงของ
องักฤษ  เกิดท่ีเมืองลินคอลน์เชียร์  เซอร์ไอแซค นิวตนั ไดค้น้พบกฎการเคล่ือนท่ีของวตัถุ ซ่ึงกล่าววา่ 
        
 
 
 
 
       
กฎการเคล่ือนทีข่องนิวตันข้อที ่1 
กฎขอ้ท่ี 1 (First Law) กล่าววา่ วตัถุจะยงัคงสภาพหยดุน่ิงหรือการเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรงดว้ยความเร็ว
คงท่ี เวน้เสียแต่วา่จะมีแรงท่ีไม่สมดุลมากระท า 

 
 
 
 
 
 

 

 0    F   
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กฎการเคล่ือนทีข่องนิวตันข้อที ่2 
กฎขอ้ท่ี 2 (Second Law) กล่าววา่ ความเร่งของวตัถุจะเป็นปฏิภาคโดยตรงกบัแรงลพัธ์ท่ีมากระท า และ
จะมีทิศทางเดียวกนักบัแรงลพัธ์นั้น 
 
 
                                                                                   ma    F   
 
 
กฎการเคล่ือนทีข่องนิวตันข้อที ่ 3 
กฎขอ้ท่ี 3 (Third Law) กล่าววา่  เม่ือมีแรงกิริยามากระท ากบัวตัถุ  จะท าใหมี้แรงปฏิกิริยาท่ีมีขนาด
เท่ากบัแรงกิริยาท่ีมากระท า  แต่จะมีทิศทางตรงกนักนัขา้ม 
 

 
 
ตวัอยา่งเช่น  ถา้เราออกแรงผลกัก าแพง  ดงัแสดงในภาพ (ก)  ดว้ยแรง   F   ทิศทางท่ีแสดงในภาพ (ข)  
จะพบวา่จะมีแรงตา้นการออกแรงผลกัของเรา  โดยท่ีขนาดของแรงตา้นนั้น  จะมีขนาดเท่ากบัแรงท่ีผลกั  
แต่จะมีทิศทางตรงกนัขา้ม  ดงันั้น  จึงสรุปไดว้า่  
 

Action Force  =  Reaction  Force 
 
เม่ือ   
      Action Force      หมายถึง  แรงกริยา 
      Reaction  Force  หมายถึง  แรงปฏิกิริยา  
 
 
. 

(ก) (ข) (ค) 
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กฎความโน้มถ่วง ( Gravitation )  
          มวลมีคุณสมบติัในการดึงดูดกนั  ซ่ึงแรงดึงดูดน้ี  หาไดจ้ากกฎแห่งความโนม้ถ่วงของนิวตนั  
( Newton ’s Law of  Gravitation )  โดยหาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี  
 

 
2

21

r

mm
G          F   

เม่ือ 
         F  =  แรงดึงดูดซ่ึงกนัและกนัระหวา่งมวล  m1 และ  m2 
         G  =  ค่าคงท่ีของความโนม้ถ่วงของโลก (Universal  Constant หรือ Constant of Gravitations)        

              =      6.673 x 10-11        
2

3

kg.s

m      ( ค่าคงท่ี ) 

         r    =  ระยะทางระหวา่งจุดศูนยก์ลางของมวล  m1  และ  m2 
 
และจากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2 ของนิวตนั ( F  = ma )  กล่าววา่  เม่ือวตัถุตกลงมาในสุญญากาศ  สู่ผวิ
โลกดว้ยความเร่งเน่ืองจากแรงดึงดูดของโลก  ( g  )  ดงันั้น   F    =    mg 
จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัต่อไปน้ี  คือ 

                                               mg    =    
2

o

r

)(m)(m
G           

เม่ือ  m    =   มวลของวตัถุ 
       mo   =   มวลของโลก  =  5.9742 x 1024     kg. 
        r      =   รัศมีของโลก  =  6.371  x  106   m.  =   6,371  km. 
ดงันั้นจะสามารถหาค่าแรงโนม้ถ่วงของโลกท่ีระดบัความสูงใด ๆ  ไดด้งัน้ี   

2

2

o
)h  r (

r
g    g


  

เม่ือ     
      go    =   ความเร่งสัมบูรณ์เน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลกท่ีระดบัน ้าทะเล  =  9.81  m/s2 
      h     =   ความสูงเหนือระดบัน ้าทะเล    
      r      =   รัศมีของโลก  =  6,371   km.   
 
. 
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ค าส่ัง :  จงตอบค าถามต่อไปน้ี 
ขอ้ท่ี   1.   จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์ (STATICS) กบั พลศาสตร์ ( DYNAMICS )  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ขอ้ท่ี 2.   จงอธิบายความแตกต่างระหวา่ง KINEMATICS กบั  KINETICS 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ขอ้ท่ี 3. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งปริมาณเวกเตอร์ ( VECTOR) กบั  ปริมาณสเกลาร์ (SCALAR) 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
ขอ้ท่ี 4. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งมวล (MASS) กบั น ้าหนกั ( WEIGHT )  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ขอ้ท่ี 5. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งระยะทาง (DISTANCE) กบั การขจดั ( DISPLACEMENT )  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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ขอ้ท่ี  6. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็ว (SPEED) กบั ความเร็ว ( VELOCITY )  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ขอ้ท่ี  7.  จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งความเร่ง  (ACCELERATION)กบัความหน่วง
(DECELERATION) 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
ขอ้ท่ี 8. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งวตัถุเกร็ง ( RIGID  BODY) กบั  วตัถุแปรรูป (DEFORMABLE  
 BODY) 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
ขอ้ท่ี 9. จงอธิบายกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัทั้งสามขอ้ 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
หนงัสืออา้งอิง 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  7-12 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  7-11 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  8 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี 4-5 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 1-7 

เอกสารประกอบ 

- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 1 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 1 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 1 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 
 

 งานท่ีมอบหมาย 

- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
- ใหน้กัศึกษาไปศึกษาและทบทวนเร่ืองเก่ียวกบัการแปลงหน่วย 
- ใหน้กัศึกษาไปศึกษาและทบทวนเร่ืองปริมาณเวกเตอร์ 

 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต 
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สัปดาห์ที ่2 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  2  จลนศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 2 เลขหนา้ 1/26 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          2.1  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
 
 
จุดประสงค์การสอน 
 

2.1   เขา้ใจลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาคไดถู้กตอ้ง 
2.1.1   อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 
2.1.2   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีในแนวราบ 

                       2.1.3   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 
                       2.1.4   อธิบายความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ 
                       2.1.5   ค านวณการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงของอนุภาค 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



41 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  2/26 
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จลนศาสตร์ของอนุภาค 
จลนศาสตร์ของอนุภาคจะศึกษาถึงลกัษณะการเคล่ือนท่ีของอนุภาค      ดงันั้นเราจึงอาจเรียกวา่   “การ 
เคล่ือนท่ีเชิงเรขาคณิต” (Geometry  of  Motion)  ก็ได ้  ความหมายของอนุภาคนั้นไม่ไดห้มายความถึง 
วตัถุท่ีมีขนาดเล็ก ๆ  เท่านั้น  วตัถุท่ีมีขนาดใหญ่ เช่น  รถยนต ์ จรวด  เคร่ืองบิน  เราก็สามารถคิดวา่เป็น 
อนุภาคท่ีมีการเคล่ือนท่ีได ้ ตราบใดท่ีการเคล่ือนท่ีนั้น  เป็นระยะทางท่ียาวมาก  ท าใหส้ามารถพิจารณา 
วา่วตัถุนั้นเป็นหน่วยเล็กๆ หน่วยหน่ึงท่ีก าลงัเคล่ือนท่ี โดยท่ีผลการหมุนรอบตวัเองหรือรอบจุดศูนยถ่์วง 
นั้นนอ้ยมาก  จนไม่ตอ้งน ามาคิด  ในการค านวณท่ีน าผลของการหมุนรอบตวัเองเขา้มาเก่ียวขอ้งดว้ยแลว้ 
  จะเป็นการศึกษาเก่ียวกบัจลนศาสตร์ของวตัถุเกร็ง(Kinetics  of  Rigid  Bodies)  ซ่ึงจะไดก้ล่าวในตอน 
ต่อไป 
       จลนศาสตร์ของอนุภาคจะไม่กล่าวถึงแรงท่ีท าใหเ้กิดการเคล่ือนท่ีหรือการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี  
แต่จะกล่าวถึง  การขจดั  ความเร็ว  ความเร่ง  ของอนุภาคขณะใดขณะหน่ึง  เช่น     การศึกษาถึงวถีิโคจร 
ของจรวด  เคร่ืองบิน  หรือยานพาหนะต่าง ๆ  การออกแบบลกัษณะของลูกเบ้ียว   เฟือง และขอ้ต่อต่าง ๆ 
 เพื่อควบคุมใหล้กัษณะการเคล่ือนท่ีของเคร่ืองจกัรกลเป็นไปตามตอ้งการ 
 
ลกัษณะการเคล่ือนทีข่องอนุภาค 
 ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของอนุภาค  แบ่งออกเป็น  2  แบบ  คือ 
 1.  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรง ( Rectilinear  Motion ) 
 2.  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ ( Curvilinear  Motion ) 
     การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคหรือวตัถุเกร็ง  เพื่อหาความสัมพนัธ์ระหวา่งตวัแปรต่าง ๆ  อาทิ 
      เช่น  การขจดั  ความเร็ว  ความเร่ง  เป็นตน้  อาจกระท าได ้ 2  วธีิ  คือ 
       1)  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์ (Absolute  Motion Analysis) 
            หมายถึง  การบอกค่าตวัแปรต่าง ๆ  โดยการวดัจากระบบแกนอา้งอิงอยูค่งท่ี      
       
       2)  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมพทัธ์ (Relative  Motion  Analysis) 
            หมายถึง  การบอกค่าตวัแปรต่าง ๆ  โดยการวดัจากระบบแกนอา้งอิงท่ีมีการหมุน 
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การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นตรงของอนุภาค 
การเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรงแบ่งการเคล่ือนท่ีไดเ้ป็น 2 ลกัษณะ คือ  
การเคล่ือนทีใ่นแนวราบ  
 

 
 

รูปท่ี 2.1  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในแนวราบ 
 
  การเคล่ือนท่ีในแนวราบ  หมายถึง  เป็นการเคล่ือนท่ีท่ีขนานกบัพื้นผวิของโลก  โดยแบ่งลกัษณะของ
การเคล่ือนท่ี ออกเป็น  3  ลกัษณะ ดงัน้ี 
ก)  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยความเร็วคงท่ี 
 
 
 

 
          

รูปท่ี 2.2  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในแนวราบ  ดว้ยความเร็วคงท่ี 
 
 
 
 
. 

VA = 5 m/s VB = 5 m/s 
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การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นตรงด้วยความเร็วไม่คงที่ 

 
ความเร็วท่ีต าแหน่ง A (VA)     ความเร็วท่ีต าแหน่ง B (VB) 

VA      VB 
 
 

 
         รูปท่ี 2.3  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในแนวราบ  ดว้ยความเร็วไม่คงท่ี 

  
การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นตรงด้วยความเร่งคงที่ 

 
ความเร็วท่ีต าแหน่ง A (aA)   =  ความเร็วท่ีต าแหน่ง B (aB) 

aA = aB 

 
 

 
         รูปท่ี 2.4  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในแนวราบ  ดว้ยความเร่งคงท่ี 

  
 

 
 
 

VA = 5 m/s VB = 2 m/s 

aA = 2 m/s2 
aB = 2 m/s2 
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การเคล่ือนทีใ่นแนวดิ่ง  
 

               
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.5  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงในแนวราบ  ดว้ยความเร่งคงท่ี 
 
 
การเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง  หมายถึง  เป็นการเคล่ือนของอนุภาคหรือวตัถุใด ๆ  ท่ีตั้งฉากกบัพื้นผวิของโลก  
ดงั เช่น  การยงิจรวดข้ึนบนทอ้งฟ้าในแนวด่ิง  หรือ  การโยนวตัถุใด ๆ จากท่ีสูงลงมาบนพื้นดิน  
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การก าหนดต าแหน่งของอนุภาค ( การขจัด ) : ก่อนอ่ืนเราจะตอ้งตั้งแกนในแนวเส้นตรงท่ีอนุภาค
เคล่ือนท่ีพร้อมทั้งก าหนดทิศทาง  บวก  ลบ  และต าแหน่งของจุดเร่ิมตน้นบั ( Origin ) , O   
 
        ท่ีเวลา  t  ใด ๆ  ต าแหน่งของอนุภาคหรือการขจดัของอนุภาคก็คือ  ระยะห่างจากจุด O  ในทิศ
ทางบวกหรือลบ  ดงัรูปท่ี 2.6 (ก)  อนุภาคท่ีต าแหน่ง  P  ในขณะนั้น  มีการขจดั  s  =  +5  m.  หรือ  ดงั
รูปท่ี  2.6 (ข)  อนุภาคท่ีต าแหน่ง  P   ในขณะนั้น  มีการขจดั   s    =  -2  m.  เป็นตน้ 

 
 

 
 
 

(ก)                                                                 (ข) 
 

รูปท่ี 2.6  การก าหนดต าแหน่งของอนุภาค 
      
ความเร็ว (  Velocity  )  :  พิจารณาเม่ือเวลา t   อนุภาคอยูท่ี่ต  าแหน่ง  p  มีการขจดั s   เม่ือเวลาผา่นไป 

t t    อนุภาคเคล่ือนมาอยูท่ี่ต  าแหน่ง  p   ซ่ึงมีการขจดั s  s    ดงัรูปท่ี 2.7  ความเร็วเฉล่ียใน

ช่วงเวลา  Δt   คือ  การเปล่ียนแปลงของระยะทางต่อหน่วยเวลา  ดงันั้นความเร็วเฉล่ีย  
t

s
    v av



  

 
 
 

     
 
 
 

รูปท่ี 2.7  การหาความเร็วของอนุภาค 
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ความเร็วขณะใดขณะหน่ึง ( Instantaneous Velocity) 
        ความเร็วขณะใดขณะหน่ึง ( Instantaneous Velocity)  ของอนุภาค  ท่ีเวลา  t   หาไดจ้ากความเร็ว
เฉล่ียโดยจ ากดัช่วงเวลา  Δt   ให้มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ นัน่คือ 
   

dt

ds
    

Δt

Δs
lim  v

0Δt



 

 

ความเร็วขณะใดขณะหน่ึง  s    
dt

ds
    v                       …(2.1) 

 
ในท่ีน้ี  อนุภาคมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรง  ซ่ึงเราทราบแนวการเคล่ือนท่ีและทิศทางการเคล่ือนท่ี  ดงันั้น
การระบุความเร็วของอนุภาค  จะประกอบไปดว้ยขนาดและทิศทางของความเร็ว  โดยทิศทางนั้น  
ก าหนดไดโ้ดยเคร่ืองหมายบวกหรือลบ 
 
ก. )  ถา้ความเร็ว   v   มีเคร่ืองหมายเป็นบวก  แสดงวา่  การเคล่ือนท่ีจะท าให ้  s   มีค่าเพิ่มข้ึน  นัน่คือ  
อนุภาคนั้นจะเคล่ือนท่ีไปทางขวามือ  ตามทิศทางของแกนบวก  ดงัรูปท่ี 2.8 (ก) 
 
ข. )  ถา้ความเร็ว   v   มีเคร่ืองหมายเป็นลบ  แสดงวา่การเคล่ือนท่ีจะท าให ้  s   มีค่าลดลง  นัน่คือ  
อนุภาคนั้นจะเคล่ือนท่ีไปทางซา้ยมือ  ตามทิศทางของแกนลบ  ดงัรูปท่ี 2.8 (ข) 
 

 
 
 
 

(ก)                                                                    (ข) 
 

รูปท่ี 2.8  ทิศทางของความเร็ว 
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ความเร่ง (Accelerations)  
พิจารณาเม่ือเวลา t   อนุภาคอยูท่ี่ต  าแหน่ง p   มีความเร็ว v   เม่ือเวลาผา่นไป t t    อนุภาคเคล่ือน
ท่ีมาอยูท่ี่ต  าแหน่ง p   ซ่ึงมีความเร็วเป็น  v  v    ดงัรูปท่ี 2.9  ความเร่งเฉล่ียในช่วงเวลา t   คือ  การ

เปล่ียนแปลงของความเร็ว  ต่อหน่วยเวลา  ดงันั้น  ความเร่งเฉล่ีย  
Δt

Δv
a av   

 
 
 

 
 
 

รูปท่ี 2.9  การเกิดความเร่ง 
 
ความเร่งขณะใดขณะหน่ึง (Instantaneous  Acceleration)  ของอนุภาคท่ีเวลา  t   หาไดจ้ากความเร่ง
เฉล่ียโดยจ ากดัช่วงเวลา  t   ให้มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์

 

dt

dv
    

Δt

Δv
lim  a

0Δt
av 


 

 

ความเร่งขณะใดขณะหน่ึง     v    
dt

dv
    a        …(2.2) 

s    
dt

sd
    

dt

dv
    a

2

2

  

 
จากสมการท่ี  2.1  และ  2.2  จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 
 
    ads    vdv         …(2.3) 
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ส าหรับเคร่ืองหมายของ a   นั้น  ก็เช่นเดียวกบั v   คือ  มีทั้งเคร่ืองหมายบวกและลบ 
ในกรณีที ่ a   มีเคร่ืองหมายเป็นบวก 
        แสดงวา่อนุภาคมีค่าความเร็วเพิ่มข้ึน ( v เป็นบวก) นัน่คือ  อนุภาคก าลงัเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็ว
เพิ่มข้ึนในทิศทางท่ีเป็นบวก  ดงัรูปท่ี 2.10 (ก) หรืออนุภาคก าลงัเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วท่ีชา้ลงในทิศทาง
ท่ีเป็นลบ  ดงัรูปท่ี 2.10 (ข) 
 

 
(ก)                                                                         (ข) 

 
   รูปท่ี 2.10  กรณท่ีท่ีความเร่งมีค่าเป็นบวก 

ในกรณีที ่ a   มีเคร่ืองหมายเป็นลบ 
        แสดงวา่อนุภาคมีค่าความเร็วเพิ่มข้ึน  ( v เป็นลบ)  นัน่คือ  อนุภาคก าลงัเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วชา้
ลงในทิศทางท่ีเป็นบวก  ดงัรูปท่ี 2.11 (ก)  หรืออนุภาคก าลงัเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วท่ีเพิ่มข้ึนในทิศทางท่ี
เป็นลบ  ดงัรูปท่ี 2.11 (ข) 
 

 
 

(ก)                                                               (ข) 
รูปท่ี 2.11  กรณีท่ีความเร่งมีค่าเป็นลบ 

 
ในบางคร้ังเราจะใชค้  าวา่  ความหน่วง (Deceleration)  แทนในกรณีท่ีอนุภาคนั้นมีอตัราความเร็วลดลง
เร่ือย ๆ  ในทิศทางของการเคล่ือนท่ี  เช่น ในรูปท่ี  2.10  และ  2.11 (ก)     
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ความเร่งคงที ่  
จากสมการท่ี 2.1 , 2.2 และ  2.3  เราจะหาสูตรส าหรับการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งคงท่ี  เพื่อใหไ้ดสู้ตรใน
รูปง่าย ๆ  เราจึงก าหนดเง่ือนไขดงัน้ี 
ณ.  จุดเร่ิมตน้  เวลา  1  v    v, 0   s , 0  t    
 

 









t

0

v

v

dta    dv                   
dt

dv
    a

1

 

    at      v        v 1                       …(2.4) 
 

   

s

0

v

v

dsa    vdv                ads    vdv

1

 

    2as      v        v 2

1

2                      …(2.5) 
 

 









t

0

s

0

vdt    ds                   
dt

ds
    v  

    2

1 at
2

1
  t    v  s                           …(2.6) 

 
ข้อควรจ า 
                สมการท่ี 2.5 และ  2.6  จะใชไ้ดก้็ต่อเม่ือ เป็นไปตามเง่ือนไขท่ีก าหนดขา้งตน้  คือ  ท่ี  

 0    s , 0  t   ในกรณีท่ี  ท่ี   0  t   แต่  )s    (s 0    s 21    ดงันั้น  Limit  ของ  ds   จะเป็น  1s  

ถึง s  สมการท่ี 2.5 จะเป็น )s-2a(s      v  v 1

2

1

2  และสมการท่ี 2.6 จะเป็น  2

11 at
2

1
  t    v  s- s   
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ความเร่งเป็นฟังช่ันของเวลา  f(t)    a   

          adt    dv                   
dt

dv
    a 








  

                     dt f(t)    dv         จะได ้ f(t)    v       
       

            vdt  ds                   
dt

ds
    v 








  

                 dt f(t)    ds        จะได ้ f(t)    s   
 
     หรือ    dtdt  f(t)     sd            f(t)    a    s 2  
 
ความเร่งเป็นฟังช่ันของความเร็ว  f(v)    a   

        
a

dv
  dt                     

dt

dv
    a 








  

               
f(v)

dv
    dt         จะได ้ f(t)    v       

       

    
a

vdv
    ds                    ads    vdv   

            
f(v)

vdv
    ds        จะได ้ f(t)    s   

หรือ     







 dt f(t)      ds             

dt

ds
    v  

 
ความเร่งเป็นฟังช่ันของการขจัด  f(s)    a   
         ds f(s)    vdv                    ads    vdv จะได ้ ) s ( f    v   

หรือ    
v

ds
  dt                     

dt

ds
    v 








  

                                       
f(s)

ds
    dt         จะได ้ (s) f  t     
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ความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ  (Graphical  Relation) 
ความสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณ  การขจดั  ความเร็ว  ความเร่ง   และเวลาของอนุภาคเคล่ือนท่ี
เป็นเส้นตรง  โดยอาศยัสมการดิฟเฟอเรนเชียลทั้งสาม ( สมการท่ี 2.1 , 2,2 และ  2.3  )  ประกอบกบัการ
ใชก้ราฟ  ดงัน้ี 

 
 
 
   
 
 

(ก)                                                                                (ข) 
รูปท่ี 2.12  แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งกราฟ t-s  และกราฟ t-v  

 

รูป (ก) เป็นกราฟ t-s   ความเร็วท่ีขณะเวลา t   คือ  
dt

ds
    v   =  ความชนัของกราฟ  t-s   ท่ีเวลา

ขณะนั้น 
 
รูป (ข)  เป็นกราฟ  t-v    พื้นท่ีใตก้ราฟ  t-v   ความเร่งท่ีขณะเวลา  t   คือ   


dt

dv
    a   ความชนัของกราฟ  t-v  ท่ีเวลาขณะนั้นในช่วงเวลา  dt   มีค่าเท่ากบั  vdt    

 

 









2

1

2

1

t

t

s

s

vdt    ds           
dt

ds
    v  

 
   s    s 12   พื้นท่ีใตก้ราฟ  t-v   ในช่วงเวลา  1t   ถึง  2t  
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(ค)                                       (ง)                                      (จ) 
รูปท่ี 2.13  แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งกราฟ t-a , กราฟ s-a  และกราฟ s-v  

 
รูป (ค)   เป็นกราฟ  t-a    พื้นท่ีใตก้ราฟ  t-a    ในช่วงเวลา  dt   มีค่าเท่ากบั  adt    

 









2

1

2

1

t

t

v

v

adt    dv           
dt

dv
    a  

     v  v 12   พื้นท่ีใตก้ราฟ  t-a   ในช่วงเวลา  1t   ถึง  2t  
 
รูป  (ง)   เป็นกราฟ  s-a    พื้นท่ีใตก้ราฟ  s-a    ในช่วงเวลา  dt   มีค่าเท่ากบั  ads    

   
2

1

2

1

s

s

v

v

ads    vdv           ads    vdv  

   )  v  (v
2

1 2

1

2

2   พื้นท่ีใตก้ราฟ  s-a   ในช่วง  1s   ถึง  2s  

รูป  (จ)  เป็นกราฟแสดงความสัมพนัธ์  ระหวา่ง  v   กบั  s   ท่ีจุด A  มีความชนั  
ds

dv   เท่ากบัความเร่งท่ี

จุด A  หาไดโ้ดยการลากเส้น  AB  ใหต้ั้งฉากกบัเส้นสัมผสัท่ีจุด  A  ลากเส้นด่ิง  AC  จากสามเหล่ียม
คลา้ย 2  รูป   

  BCds     vdv                     
ds

dv
    

v

BC
  

จากสมการ  ads    vdv    ดงันั้น  BC    a    นั้น  คือ  ความเร่งท่ีจุด  A  หาไดโ้ดยการวดัระยะ  BC 
 
การใชค้วามสัมพนัธ์ทางกราฟฟิคของปริมาณต่าง ๆ  มีประโยชน์มากในกรณีท่ีมีการวเิคราะห์ปัญหาท่ี
ไดม้าจากการทดลอง  เพราะเราอาจบอกไม่ไดว้า่  a   เป็นฟังชนักข์องอะไรบา้ง 
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ตัวอย่างที ่ 1   อนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยสมการ  x  =  62tt
3
1 23

   เม่ือการขจดั  s  เป็นเมตร

และเวลา  t  เป็นวินาที  จงหาความเร่ง  a  ของอนุภาคท่ีเวลา  t  =  0   ,  2 และ  4  วนิาที   
วธีิท า 
    หาอนุพนัธ์ของ  s  เทียบกบัเวลา  t  จะไดค้วามเร็ว  v  และเวลาอนุพนัธ์ของ  v  เทียบกบัเวลา  t  จะได้
ความเร่ง  a  เป็นฟังกช์นัของ  t  จะไดค้วามเร่ง  a  เป็นฟังกช์นัของ  t  แทนค่า  t  จะไดค้วามเร่ง  a  ตาม

ตอ้งการ                                     x     =    62tt
3
1 23

  

                                                   v     =    
dt

ds       =   t2 -  4t 

                                                   a     =    
dt

ds      =    2t  - 4 

                                            เม่ือ  t  =  0  ;    ได ้  a  =   -4   m/s2                                                
                                            เม่ือ  t  =  2  ;    ได ้ a  =   0                                                            
                                            เม่ือ  t   =  4  ;   ได ้  a  =   4    m/s2                                                 ตอบ 
 
ตัวอย่างที ่ 2  อนุภาคเคล่ือนท่ีข้ึนในแนวด่ิงดว้ยความเร็วตน้  240  m/s  จงค านวณหาความสูง  h  ท่ี
อนุภาคสามารถข้ึนไปได ้ และหาเวลา  t   ตั้งแต่เร่ิมเคล่ือนท่ีข้ึนจนกระทั้งตกลงสู่พื้น  ไม่คิดแรงตา้น

อากาศและใหค้่า  g  ของโลกคงท่ีตลอดเท่ากบั  9.81  m/s2   
วธีิท า 

เน่ืองจากความเร่งคงท่ี  ดงันั้นสามารถใชสู้ตร  2v    =   2av2
0  (s)  หาความสูง  h  ได ้ และใชสู้ตร  

v = 2atv0     หาเวลา  t  ได ้ ค่า  a  ท่ีใชสู้ตรจะเป็นลบ  เพราะทิศทางของ  a  ตรงกบัทิศทาง 0v  

                                               2v    =   2av2
0  (s) 

                                          0     =     2402  -  2(9.81) h 

h    =   
2(9.81)

2240      =     2936   m                                                  

v    =     2atv0   
                                         -240    =    240 – 9.81(t)  

                                              t    =    9.81
480      =   48.9     s                                                       ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  15/26 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 3    อนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยความสัมพนัธ์  x = 2t3 – 24t + 6 เม่ือ x มี หน่วยเป็น
เมตร และ t มีหน่วยเป็นวนิาที จงค านวณหา 
    (ก) เวลาท่ีใชเ้ม่ืออนุภาคมีความเร็ว v = 72 m/s  เม่ือเร่ิมตน้จาก t = 0 วนิาที 
    (ข) ความเร่งของอนุภาคเม่ือ v  =  30 m/s 
    (ค) การกระจดัลพัธ์ของอนุภาคในช่วงเวลา t = 1 วนิาทีถึง t = 4 วนิาที 
     
 

วธีิท า     x    =    2t3 – 24t + 6   (1) 

    v     =   dt
dx  =    6t2  - 24  (2) 

    และ a   =   dt
dv   =    12t                  (3) 

 
 
 
 
 
 
 
(ก)  เวลาท่ีใชเ้ม่ืออนุภาคมีความเร็ว 72  m/s เม่ือเร่ิมตน้จาก t =  0 วนิาที 
จากสมการ (2) แทนค่า จะได ้ 72  =   6t2 – 24 
      t    =   4  s (ใชค้่าบวก)                             ตอบ 
(ข)  ความเร่งของอนุภาคเม่ือ     v   =   30  m/s 
จากสมการ (2) แทนค่า v จะได ้

         30    =   6t2 – 24 
      t  =    3 s 

                  จากสมการ (3) จะได ้a = 12 (3)  =  36   m/s2     ตอบ   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  16/26 
เน้ือหา 

     
(ค)  การกระจดัลพัธ์ของอนุภาคในช่วง t = 1 ถึง 4 วนิาที 
               Δx  =     x 4 – x 1  
                  =     [ 2 (43) – 24 (4) + 6 ] – [2(13) – 24 (1) +6] 
                 =     54    m                  ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  17/16 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่4  รถยนตค์นัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยความหน่วงคงท่ี  a =  (-2v3)  m/s2   ถา้รถยนตค์นั
น้ีน้ีมีความเร็ว  v  =  8  m/s  และ  s  =  10  m.  ( ท่ีเวลา  t  = 0  s )  จงหาอตัราเร็วและต าแหน่งของรถคนั
น้ี  ท่ีเวลา  t  =  4  วนิาที 

 
วธีิท า                 จากสมการ  

dt

dv
  a       ดงันั้น                               

        32v   -       
dt

dv
          a            

                              

v

8

t

0

3
dt2-    

v

dv     

                     2t-        
2v

1

8

2


v

 

                      4t        
8

1
  -  

v

1
22
  

  4t    
8

1
  -  

v

1
22
  

                         
64

1
  4t       

v

1
2

  

                         
64

256t    1
     

v

1
2


  

                          
256t    1

64
     v 2


  

                         
256t    1

8
     v2


  

                         m/s  0.250       v   
 
  นัน่คือ  เม่ือเวลาผา่นไป  4  วนิาที   อนุภาคน้ี  จะมีความเร็วเท่ากบั  0.250  เมตรต่อวนิาที    ตอบ 
และสามารถหาระยะทางท่ีอนุภาคน้ีเคล่ือนท่ีไดเ้ม่ือเวลาผา่นไป  4  วนิาที จาก 

 
256t  1

8
    

dt

ds
     v


              




t

0

s

10 256t  1

dt8
     ds  

                                                           1  -  256t  1
16

1
    256t  1)2(

256

8
    10 - s

0


t

 

                                                              1 - 256t - 1
16

1
   10          s     

                                                           m.  11.9          s   
นัน่คือ  เม่ือเวลาผา่นไป  4  วินาที   อนุภาคน้ี  จะเคล่ือนท่ีไดร้ะยะทาง  11.9  เมตร    ตอบ         
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  18/26 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่5  รถยนตค์นัหน่ึง  เคล่ือนท่ีข้ึนบนทางลาดชนั  ดว้ยอตัราเร็วดงัแสดงในภาพ  จงหาระยะทาง
ท่ีรถยนตค์นัน้ีเคล่ือนท่ีได ้ ท่ีเวลา  t  =  60   s  และจงแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร่งและเวลา ( a – 
t  Graph ) 
 
วธีิท า 

 

 
พื้นท่ีไตก้ราฟ v – t  หมายถึง ระยะทางท่ีเคล่ือนท่ี
ได ้ ดงันั้น ท่ีเวลา   t =  60  วินาที   รถยนตค์นัน้ี
จะเคล่ือนท่ีไดร้ะยะทางทั้งหมดเท่ากบั 

 m.  450    (10)(30)
2

1
    (10)(30)    d   

 
 
แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร็วและความเร่ง ( a – t  Graph )  

 

ความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร่งและเวลาท่ีใช้
ในการเคล่ือนท่ี 

 0    
dt

dv

s 30t 0





 

หาความเร่งในช่วงเลา  30  -  60  วนิาที   

 m/s  0.333-    
30

10
-    

dt

dv

s 60t 30

2



 

 
 
ดงันั้น  ท่ีเวลา t = 60  วนิาที  รถยนตค์นัน้ีจะเคล่ือนท่ีไดร้ะยะทาง s = 450  m. และ ความเร่งในช่วงเวลา 
0 – 30  วนิาที  เท่ากบั  0 m/s2 เน่ืองจากความเร็วในช่วงน้ี  มีค่าคงท่ี  ส่วนในช่วงเวลา 30 – 60  วนิาที  
รถยนตค์นัน้ีจะมีความหน่วงคงท่ี  a  =  -0.333  m/s2    ตอบ                                
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  19/26 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 6  รถไฟขบวนหน่ึง  มีการเคล่ือนท่ีดงักราฟ  s – t  ดงัแสดงในภาพ  จงแสดงความสัมพนัธ์
กราฟ  v – t  และ a - t 
 

 
วธีิท า  
ความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร็วและความเร่งของรถไฟขบวนน้ี  ถูกแบ่งออกเป็น  2  ช่วงตาม
ความสัมพนัธ์ระหวา่งกราฟ  s – t  คือ   
-  ในช่วง  0 -  30    วินาที  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง s – t  คือ  s =  0.4t2 
-  ในช่วง  30 -  40  วินาที  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง s – t  คือ  s =  24t – 360   
ดงันั้น  ความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร็วและความเร่งในแต่ละช่วงนั้น  จะหาไดจ้าก 

 

-  ความเร็วช่วง s 30  t  0                     

  m/s.0.8t       
dt

ds
  v   

 
-  และความเร่ง     

  2m/s  0.8    
dt

dv
    a   

-  ความเร็วช่วง s 40  t  30                     

  m/s.   24    
dt

ds
  v   

 
  และความเร่ง     

  2m/s  0    
dt

dv
    a   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  20/16 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่6  ( ต่อ ) 
 
จากความสัมพนัธ์ดงักล่าว  จึงสามารถแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง  ความเร็วและเวลา ( v – t Graph) 
และ ความสัมพนัธ์ระหวา่ง  ความเร่งและเวลา( a – t  Graph )  ไดด้งัน้ี 

 
กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง  ความเร็วและเวลา  ( v – t Graph ) 

 

 
กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง  ความเร่งและเวลา  ( a – t Graph ) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  21/26 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 7  รถยนตค์นัหน่ึงเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรง โดยมีความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร่งและเวลา  
( a – t Graph )  ดงัแสดงในภาพ  จงหาอตัราเร็วสูงสุดท่ีรถยนตค์นัน้ี ( maxv  )  และ  จงแสดงวา่รถยนต์
คนัน้ีจะหยดุการเคล่ือนท่ีเม่ือเวลาใด ( stopt ) 
 

 
วธีิท า  
พื้นท่ีใตก้ราฟ  a – t  หมายถึง  ความเร็ว 
ดงันั้น  อตัราเร็วสูงสุด ( maxv ) ของรถยนตค์นัน้ี คือ   
     
                          maxv    =  ( 5 ) ( 10 )  =  50  m/s 
 
และสามารถหาเวลาท่ีรถยนตค์นัน้ีหยดุการเคล่ือนจาก 
 

   10) -(t 
4

1
    

2

10-t
 10) -t (

2

1
    50 2








  

   

   
  s  24.12     

(50)2  10  t  



    

ดงันั้น  เวลาท่ีรถยนตค์นัน้ีหยดุการเคล่ือนท่ี  คือ  24.12    t stop     วนิาที    ตอบ 

 
 
 

m/ss 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  22/26 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่8  
จรวดล าหน่ึงเคล่ือนท่ีไดต้ามสมการดงัต่อไปน้ี  คือ    s = 2t3 + 3t2 – 12t -10   m.     
จงหา 
          1)  ความเร็วของจรวดล าน้ีเม่ือเวลาผา่นไป   3  วนิาที   
          2)  ความเร่งของจรวดล าน้ีเม่ือเวลาผา่นไป   3  วนิาที 
          3)  จงพล๊อตกราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่ง s – t  Graph และ v – t  Graph 

 
 
วธีิท า 
จากสมการระยะขจดั    s     =    2t3 + 3t2 – 12t -10 

และจาก     v     =   
dt

ds       

ดงันั้นจะได ้                   
dt

 10-12t -  3t   2td
    v

23 
   =  12-6t   6t2   

 
แทนค่า  t  =  3  s  ลงในสมการ  จะได ้ v  =  6(32) + 6(3) – 12  =  60  m/s  ## 
 
หาอตัราเร่งของจรวดล าน้ีเม่ือเวลาผา่นไป  3  วินาที 

จาก     
dt

 10-12t -  3t   2td
    v

23 
   =  12-6t   6t2   

ดงันั้น   
dt

dv
    a    =    

dt

12 -6t    6td 2     =  12t + 6 

แทนค่า  t  =  3  s  ลงในสมการ  จะได ้ a  =  12(3) + 6  =  42  m/s2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  23/26 
เน้ือหา 

 
ตวัอยา่งท่ี 5  ( ต่อ )  

 
 

กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งระยะทางกบัเวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ี 
 
 

 
กราฟแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งความเร็วและเวลา 

 
นัน่คือเม่ือเวลาผา่นไป  3  วนิาที  จรวดล าน้ีจะมีความเร็วเท่ากบั  60  m/s  และมีอตัราเร่งเท่ากบั  42  
m/s2                                                                                                                                                    ตอบ 
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 ใบตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  24/26 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ขอ้ท่ี 1   ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดว้ยสมการความเร็วดงัต่อไปน้ี   คือ    v = (8ti + 9t2j) m/s  จง
หาการขจดัของอนุภาคน้ีเม่ือเวลาผา่นไป    1  วนิาที  
ก )   4  m                     ข)  5  m.               ค)  6  m.  ง)  7  m. 
ขอ้ท่ี 2  :   ถา้ท่ีเวลา   t = 0  s.  อนุภาคอนัหน่ึงอยูท่ี่ต  าแหน่งจุดอา้งอิง ( Origin )  จงหาระยะทางของ
อนุภาคน้ี   เม่ือเวลาผา่นไป  7  วนิาที  ถา้ความเร็วของอนุภาคมีค่าคงท่ีเท่ากบั 2  m/s   
ก )   3.5  m          ข)  7  m.   ค)  10.5  m. ง)  14  m. 
ขอ้ท่ี 3  ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีความเร่งในแนวแกน  y  มีค่าคงท่ี   ay = 3m/s2   จงค านวณหาความสูงท่ี
อนุภาคน้ีจะเคล่ือนท่ีได ้ เม่ือเวลาผา่นไป  2  วนิาที (  t = 0, vy = 0 ) 
 ก )   6  m          ข)  12  m   ค)  15  m ง)  18  m 
ขอ้ท่ี 4  ถา้อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยความเร่งคงท่ี  a = (2t) m/s2   จงค านวณหาความเร็ว
ของอนุภาคเม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที  โดยก าหนดให ้ท่ีเวลา t  = 0 s , อนุภาคน้ีมีความเร็วเท่ากบั  2  m/s. 
ก )   5  m/s          ข)  10  m/s   ค)  15  m/s ง)  15  m/s 
ขอ้ท่ี 5  ถา้  s = (4t2) m  จงค านวณหาความเร่งของอนุภาคเม่ือเวลาผา่นไป 2  วินาที   
ก )   2  m/s2          ข)  4  m/s2   ค)  8  m/s2 ง)  16  m/s2 

ขอ้ท่ี 6 ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ s – t  จงหาความเร็วของอนุภาคน้ีเม่ือ t = 1 s   

 

 
ก)     0.5  m/s 
ข)     1   m/s   
ค)   1.5 m/s 
ง)     2  m/s 

ขอ้ท่ี 7  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – t   ท่ีก าหนดให ้ จงหาต าแหน่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ   t =  4  s ( s = 1m  ท่ี  t = 0 ) 

 

 
ก)    1   m 

ข)    2   m   
ค)    4   m 

ง)    8   m 
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 ใบตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  25/26 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ขอ้ท่ี 8 ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  a – s  ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร็วของอนุภาค
น้ีเม่ือ  s =  5  m  (v = 0  ท่ี  s = 0 ) 

 

 
ก)  2.5   m/s 
ข)     5   m/s 
ค)  7.5   m/s 
ง)   10   m/s 

ขอ้ท่ี 9  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – s   ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ  s  = 2  m 

 

 
ก)    9   m/s2 

ข)   12   m/s2   
ค)   16   m/s2 

ง)   18   m/s2 

 
 

ขอ้ท่ี 10  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – t   ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ  t =  3 s 

 

 
ก)    -2   m/s2 

ข)    -3   m/s2   
ค)    -4   m/s2 

ง)    -5   m/s2 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  22-23 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  12-18 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี  18-22 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 11-18 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 18-23 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 10,12,30 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 2 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 2 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 2 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

 งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่3 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  2  จลนศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  1/19 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          2.2  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 
                          2.3  การเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
                          2.4  การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
 
 
จุดประสงค์การสอน 
 

                        2.2   เขา้ใจหลกัการการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนัไดถู้กตอ้ง 
 2.2.1   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.2   อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั 
 2.2.3   ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 
 

2.3   เขา้ใจสมการการเคล่ือนท่ีเชิงมุมไดถู้กตอ้ง 
2.3.1   อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเชิงมุม 

                       2.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบเชิงมุม 

               2.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของอนุภาค 
 
                            2.4  เขา้ใจหลกัการการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ไดถู้กตอ้ง 
                                  2.4.1  อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
                                  2.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
                                  2.4.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล์ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  2/19 
เน้ือหา 

 
2.2  การเคล่ือนทีข่องอนุภาคแบบขึน้ต่อกนั (Dependent  Motion ) 
      ในบางคร้ังต าแหน่งของอนุภาคหน่ึงจะข้ึนอยูก่บัต าแหน่งของอีกอนุภาคหน่ึงหรือหลายอนุภาค  การ
เคล่ือนท่ีของอนุภาคน้ี  เราเรียกวา่  การเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั  ลกัษณะท่ีพบเห็นกนัโดยทัว่ไป  ไดแ้ก่
ระบบรอกซ่ึงประกอบดว้ยมวลหลายๆ มวล เช่ือมโยงกนัดว้ยเส้นเชือก หลกัท่ีใชใ้นการหาความสัมพนัธ์
ของการเคล่ือนท่ีระหวา่งมวลในระบบ  ก็คือ ความยาวเชือกมีค่าคงท่ีเสมอ 
 

 
 

รูปท่ี 2.14  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบข้ึนต่อกนั 
 
 ระบบรอกดงัรูปท่ี 2.14  ต าแหน่งของมวล  A และ B  จะข้ึนต่อกนั  เน่ืองจากความยาวของเส้นเชือกคือ  
ABDEFG  ซ่ึงมีความยาวคงท่ีเป็นตวับงัคบั 
 ระยะ  1A C    AC    x         
 ระยะ  2  21B C  FG      C    C    DE    x         
  FG      EF    DE    CD    AC  ค่าคงท่ี 
    )C-(x    EF    )C-C-(x    CD    )C-(x 2B21B1A  ค่าคงท่ี 
     2x   x BA  ค่าคงท่ี 
 0     2v   v BA   
 0     2a   a BA   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  3/19 
เน้ือหา 

 

 
 

รูปท่ี 2.15  ระบบรอก 
 
ระบบรอกดงัรูปท่ี 2.15  ต าแหน่งของมวล  A , B  และ  C   มีความสัมพนัธ์  คือ    

       x  2x     2x CBA  ค่าคงท่ี 
 0          v  2v     2v CBA   
  0         a    2a     2a CBA   
 
ข้อสังเกต :  ส าหรับระบบรอกท่ีมีเชือกเส้นเดียว  สัมประสิทธ์ิหนา้  X  จะเป็น 1  ถา้วตัถุนั้นอยูท่ี่ปลาย
เชือกซ่ึงคลอ้งอยูก่บัรอกตาย  และจะเป็น  2  เม่ือ  วตัถุนั้นโยงติดอยูก่บัจุดศูนยก์ลางของรอกเป็น      
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้ 4/19 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่1  ปลอกเล่ือน B เคล่ือนท่ีไปทางซา้ยดว้ยความเร็ว  150  mm/s   
จงหา   ก )  ความเร็วของปลอกเล่ือน A   
 ข)  ความเร็วของจุด C 
 ค)  ความเร็วสัมพทัธ์ของจุด C  เม่ือเทียบกบัความเร็วของปลอกเล่ือน B 

 
(ก) 

วธีิท า 
ก)  หาความเร็วของปลอกเล่ือน A   

 
(ข) 

จากภาพ (ข)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ของสายเคเบิ้ลดงัน้ี 
2XA  +  XB  +  (XB – XA)  =  คงท่ี  …(1) 
2VA  +  VB  +  (VB – VA)  =  0    
                     VA  +  2VB   =  0   
         VA   =  -2VB  …(2)  
แทนค่าลงในสมการท่ี (2)  จะได ้
        VA   =  -2(150  mm/s)   
   =  -300  mm/s 
   =   300  m/s          ตอบ 

ข)  หาความเร็วของจุด C  จาก 
         2XA  +  XC      =  คงท่ี  
         2VA  +  VC    =  0 
                   VC  =  -2VA 

   ดงันั้น    VC  =  -2(-300)  mm/s  =  600  mm/s       ตอบ 
ค)  หาความเร็วสัมพทัธ์ของจุด C เม่ือเทียบกบัความเร็วของ VB 
จากสมการการสัมพทัธ์            VC  =   VB   +  VC/B 

แทนค่า    600 =  150  +  VC/B 
  ดงันั้น   VC/B  =  600 – 150  =  450  mm/s            ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  5/19 
เน้ือหา 

     
ตัวอย่างที ่ 2  มวล B เคล่ือนท่ีลงดว้ยความเร็วคงท่ีเท่ากบั 1.8 m/s จงหา 
 
 
 

 
 
 
 

 
ก) ความเร็วของมวล A 
ข) ความเร็วของรอก D 

 
วธีิท ำ 
  เส้นเชือกท่ีคลอ้งบนรอกมี 2 เส้น และเชือกแต่ละเส้นมีความยาวคงท่ี 
    AF + GD      =  คงท่ี 
    X A + X D      =  K 1    (1) 
  และ      AH + IJ  + KL      =  คงท่ี =     k 2  
         (X A - X D) + (X B - X D) + X B          =  k 2  
   X A + 2X B - 2X D       =  k 2    (2) 
                 แทนค่า X D จาก (1) ลงใน (2) ได ้
  X A +  2 X B - 2(k 1  - X A )      = k 2 
   X A +  2 X B - 2 k 1  +2 X A     = k 2 
            3 X A + 2 X B     = k (k = คงท่ี) 
            3 V A + 2 V B     = 0 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  6/19 
เน้ือหา 

 
ถา้ V B = 1.8  m/s เคล่ือนท่ีลง (ใหเ้ป็น +) 

ดงันั้นจะได ้  3 V A +  2(1.8) =     0 
        V A =     -1.2 m/s 
ความเร็วของมวล  A  =  1.2 m/s เคล่ือนท่ีข้ึน                                         ตอบ 
 
 

จากสมการ (1) จะได ้
V A + V D     = 0 

    -1.2 + V D    = 0 
               V D   = 1.2 m/s 
 ความเร็วของรอก  D   = 1.2  m/s  เคล่ือนท่ีลง                                        ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  7/19 
เน้ือหา 

 
2.3  การเคล่ือนทีเ่ชิงมุม  ( Angular  Motion ) 
การเคล่ือนท่ีของอนุภาคเป็นเส้นตรงหรือเส้นโคง้ในระนาบนั้น นอกจากเราจะบอกลกัษณะการเคล่ือนท่ี
เป็นเชิงเส้น  อนัไดแ้ก่  การขจดัเชิงเส้น ( s )  ความเร็วเชิงเส้น ( v )  และความเร่งเชิงเส้น ( a )  ของ
อนุภาคแลว้  เรายงัสามารถบอกลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นแบบเชิงมุม คือ  การขจดัเชิงมุม ) θ (  ความเร็ว
เชิงมุม ) (ω  และความเร่งเชิงมุม ) α (    
       เม่ือพิจารณาการเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระนาบ y -x   ต  าแหน่งของอนุภาคจะก าหนดไดด้ว้ยระยะ 
r   และมุม θ   (มุม θ   น้ีเรียกวา่  การขจดัเชิงมุม  เกิดจากเส้น  OA   ซ่ึงลากผา่นอนุภาค  p ท ามุมกบั
แนวอา้งอิง ox )  เม่ือจุด p   เคล่ือนท่ีมายงัต าแหน่ง p ในช่วงเวลา  dt   การขจดัเชิงมุมเปล่ียนแปลงไป  
dθ  ( ดงัรูปท่ี 2.16 )  ความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุมท่ีลกัษณะใด ๆ  คือ 

 
 

รูปท่ี 2.16  การเคล่ือนท่ีเชิงมุม 
 
จากรูปท่ี 2.16  จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

             ω      =    
dt

dθ                           (2.7) 

              α      =    
dt

dω              (2.8) 

และจากสมการท่ี 2.7  และ  2.8  จะได ้
         ωdω     =  αdθ               (2.9) 
เม่ือ      

θ     คือ  การขจดัเชิงมุม     มีหน่วยเป็น    rad  , rev  ,  deg 
ω    คือ  ความเร็วเชิงมุม    มีหน่วยเป็น   rad/s  ,  rev /s  ,  deg /s 
α    คือ  ความเร่งเชิงมุม     มีหน่วยเป็น  rad/s2 ,  rev /s2  ,  deg /s2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  8/19 
เน้ือหา 

 
การก าหนดทิศทางของ  θ   โดยทัว่ไป  จะก าหนดใหว้ดัทวนเขม็นาฬิกา  เป็นบวก  และเวกเตอร์  ω  
 และ  α   จะอยูใ่นแนวตั้งฉากกบัระนาบของการเคล่ือนท่ี  และมีทิศทางตามกฎมือขวา  ดงัเช่นในรูป  
เวกเตอร์  ω

  จะอยูใ่นแนวตั้งฉากกบัระนาบ  y-x   และมีทิศพุง่ข้ึน  ส่วนเวกเตอร์ α
   จะอยูใ่น

แนวตั้งฉากกบัระนาบ  y-x   เช่นกนั  ในท่ีน้ี  ทิศทางของ  Unit  Vector  อยูใ่นทิศทางพุง่ข้ึน  ดงันั้น   
 

k ω  k   θ    ω    
k α-  k   ω-    α  

  
เม่ือ  

  k      Unit  Vector  ในแนวแกน    z  
 
 
ในกรณีท่ีอนุภาคมีการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งเชิงมุมคงท่ี  โดยเม่ือเวลา  1ω    ω  , 0    θ , 0  t     และ
ท่ีเวลา  ω    ω  , θ    θ ,  t t     เราจะไดส้มการในรูปแบบเช่นเดียวกบัการเคล่ือนท่ีเชิงเส้น  นัน่คือ   
 
                           ω      =     αtω0                                                                                  

                           θ       =     2

0 αt
2

1
αtω                                                                    

                         ω 2     =      0

2

0 θθ2αω            
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  9/19 
เน้ือหา 

 
การก าหนดทิศทางของ  θ   โดยทัว่ไป  จะก าหนดใหว้ดัทวนเขม็นาฬิกา  เป็นบวก  และเวกเตอร์  ω  
 และ  α   จะอยูใ่นแนวตั้งฉากกบัระนาบของการเคล่ือนท่ี  และมีทิศทางตามกฎมือขวา  ดงัเช่นในรูป  
เวกเตอร์  ω

  จะอยูใ่นแนวตั้งฉากกบัระนาบ  y-x   และมีทิศพุง่ข้ึน  ส่วนเวกเตอร์ α
   จะอยูใ่น

แนวตั้งฉากกบัระนาบ  y-x   เช่นกนั  ในท่ีน้ี  ทิศทางของ  Unit  Vector  อยูใ่นทิศทางพุง่ข้ึน  ดงันั้น   
 

k ω  k   θ    ω    
k α-  k   ω-    α  

  
เม่ือ  

  k      Unit  Vector  ในแนวแกน    z  
 
 
ในกรณีท่ีอนุภาคมีการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งเชิงมุมคงท่ี  โดยเม่ือเวลา  1ω    ω  , 0    θ , 0  t     และ
ท่ีเวลา  ω    ω  , θ    θ ,  t t     เราจะไดส้มการในรูปแบบเช่นเดียวกบัการเคล่ือนท่ีเชิงเส้น  นัน่คือ   
                           ω      =     αtω0                                                                                  

                           θ       =     2

0 αt
2

1
αtω                                                                    

                         ω 2     =      0

2

0 θθ2αω            
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  10/19 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่3 
    เส้นรัศมีบนเฟืองหมุนด้วยความเร็วเชิงมุมตามสมการ  ω =  -200 + 8t2  เม่ือω  มีหน่วยเป็น  rev/s 
และ t มีหน่วยเป็น s จงหา 

ก) มุม  θ    เป็น rad  เม่ือเฟืองหมุนไปส้ินสุดวนิาทีท่ี 3 
ข) ความเร่งเชิงมุมของเส้นรัศมี  ในขณะท่ีเฟืองมีความเร็วเชิงมุมเป็นศูนย ์

วธีิท ำ 
 จากความสัมพนัธ์ของ ω  กบั t ท่ีโจทยก์ าหนดมาให้นั้น จะเห็นไดว้า่ความเร็วเชิงมุมเร่ิมตน้ดว้ย
การหมุนตามเข็มนาฬิกา (เป็นลบ) และเม่ือเวลาผา่นไปความเร็วเชิงมุมจะชา้ลงๆ จนกระทัง่หยุดแลว้จึง
หมุนกลบัทิศทาง 

ก) พิจารณาเม่ือเฟืองหมุนไปในช่วงเวลา t = 2 ถึง 3 วนิาที 

ดงันั้น  
θ 

0 
dθ  =     

3 

2 
ωdt    =     

3 

2 
 (-200 + 8 t2 ) dt 

        θ  =     
3

2

3 )t
3

8
  t 200-(    

   =      -149.3     rev 
   =      -149.3 (2)       = -938.3 rad ตอบ 

ข) หาเวลาท่ีความเร็วเชิงมุมเป็นศูนย ์
                                 -200 + 8 t2 =     0 

       t =      5  s 
 จาก       ω  =      -200 + 8 t2 

                                 α      =     
dt

dω       =      16t 

                        ความเร็วเชิงมุมเป็นศูนยท่ี์เวลา  t = 5 , จะได ้  α  = 16(5) =  80 rev/s2 

                       หรือ     =     80 (2 π )     =      502.86     rad/s2               ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  11/19 
เน้ือหา 

     
ตัวอย่ำงที ่ 4  เคร่ืองบิน A บินในแนวระดบัดว้ยความเร็วคงท่ี v ท่ีระดบัความสูง h จงหาความเร็วเชิงมุม
และความเร่งเชิงมุมของแนว  OAในขณะ  θ ใดๆ 
 
 
 
 
 
 
 
     
วธีิท ำ 
             x       =      h tan θ  

 v       =     dt
dx      =      h θ sec2

θ      =     h ω sec2
θ  

ω       =      
θ2hsec

v      =     θ2cos
h
v                      ตอบ 

   α       =      
dt

dω         =  
h

v
 θ 2 cos θ  sin θ  

                                                   =      
h

v
 ω sin 2 θ   

                                                   =     
h

v
  (

h

v cos 2 θ )sin  2 θ  

                                                   =     
2

2

h

v
 cos 2 θ  sin  2 θ                     ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 



77 
 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  12/19 
เน้ือหา 

 
2.4  การเคล่ือนทีแ่บบโปรเจกไตล์ ( Projectile  Motion ) 
          การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจกไตลเ์ป็นการเคล่ือนท่ีใน 2 มิติภายใตค้วามเร่งท่ีมีค่าคงท่ี  ตวัอยา่งเช่น  
การขวา้งวตัถุใด ๆ ในแนวท่ีท ามุมกบัระนาบค่าใดค่าหน่ึง  จะพบวา่วตัถุนั้นจะมีการเคล่ือนท่ีเป็นแนว
เส้นโคง้และจะตกลงพื้นเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก  ดงัแสดงในรูปท่ี  2.17 

 
 

รูปท่ี  2.17  แสดงการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจกไตล ์( Projectile  Motion ) 
หลกัในการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจกไตล์ 

ระยะขจดั 
และ 
เวลา 

แกน x 2

xx ta
2

1
 t u  x    

เม่ือ  xa  =  0 
θ cos  v  u 0x   

 
แกน y 

 
2

yy ta
2

1
 t  u h   

เม่ือ   g-   a y   
โดย    g  =  9.81   m/s2  ในระบบ SI 
และ    g  =  32.2  ft/s2   ในระบบ  U.S. 

 

ความเร็ว 
และ 

ความเร่ง 

แกน x ta  u  v xxx   = คงท่ี  
เม่ือ  xa  =  0 
          θ cos  v  u 0x   

 
แกน y 

 
h2a  u  v y

2

y

2

y   
เม่ือ   θsin   v  u 0y   
        g-   a y   
โดย    g  =  9.81   m/s2  ในระบบ SI 
และ    g  =  32.2  ft/s2   ในระบบ  U.S. 

 
 
 



78 
 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  13/19 
เน้ือหา 

 
 

เวลาท่ีใชใ้น
การเคล่ือนท่ี 

ในแนวแกน x 

xu

x
 t   

 

เม่ือ 
      θ cos  v  u 0x   

ในแนวแกน y หาจากการแกส้มการ  

         2

yy ta
2

1
 t  u h   

โดยใชส้มการQuadratic formula 
โดยกล่าววา่ ถา้ 0   c bx   ax 2   

เม่ือ  
2a

4ac - b  b-
 x 

2
  

 

 
เม่ือ   θsin   v  u 0y   
         g-   a y   
โดย    g  =  9.81   m/s2  ในระบบ SI 
และ    g  =  32.2  ft/s2   ในระบบ  U.S. 
 

หมายเหตุ  : เวลาท่ีใชใ้นแนวแกน x และในแนวแกน y  มีค่าเท่ากนั 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  14/19 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 5 สายพานคอนเวนเยอร์ท าการล าเลียงทรายดว้ยความเร็ว v0  =  24 ft/s ดงัแสดงในภาพ จง
ค านวณหามุม α   ถา้ตอ้งการใหท้รายลงท่ีต าแหน่ง B พอดี 
 

 
(ก) 

วธีิท า 
แยกพิจารณาออกเป็น  2  แกน  คือแกน x และแกน y 

 
(ข) 

พิจารณาในแนวแกน x 
จากรูป (ข)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัน้ี 
          t)(v    xx  0x0   
เม่ือ      x  =  -25  ft   
            x0 =  0 
        (vx)0 =  v0 cos α   =  (24 ft/s) cos α  
ดงันั้น 
        25 ft =  0 + (24 ft/s) cos α             …(1) 
 

พิจารณาในแนวแกน y 

  2

0y0 gt
2

1
 -t  )(v  y  y                        …(2) 

เม่ือ   y  =   -15  ft  ,  y0  =  0  
                       (vy)0 =   v0sin α   =  (24 ft/s) sin α  
แทนค่าลงในสมการท่ี (2)  จะได ้
  (-15 ft)  =  0 + (24 ft/s) sin α t – (1/2) (32.2 ft/s2) t2      …(3) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  15/19 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่5 (ต่อ) 
 
แกส้มการท่ี 2 และ 3  จะได ้

  αcos - 1    sinα 2  =  
2

24t

25
   -  1 







  

  -15     =   16.1t  -  
24t

25
  -  1 24t 2

2








  

        250.21 t4  -  1,059 t2 + 850  =  0 
 
ดงันั้น  t   =  1.048 s    และ   α  =   6.09 0 
  t   =   1.729 s  และ    α  =   52.9 0 
 
นัน่หมายความวา่ถา้ตอ้งการใหท้รายตกลงท่ีจุด B  พอดีมุม  α  จะเท่ากบั  6.09 0  หรือ  เท่ากบั  52.90   
                                                                                                                  ตอบ  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  16/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
ข้อที ่ 1 : ปลอกเล่ือน  A  เร่ิมเคล่ือนท่ีลงจากต าแหน่งสูงสุด (t = 0) ดว้ยความเร่งคงท่ี 3.6  in/s2 และ
ปลอกเล่ือน B  เคล่ือนท่ีลงดว้ยความเร็วคงท่ี  17  in/s   
จงหา   ก)  เวลาท่ีท าใหค้วามเร็วของกล่อง C   มีค่าเป็น 0 
             ตอบ.  s  2.22  t    

ข) ต าแหน่งและทิศทางการเคล่ือนท่ีของกล่อง  C 
            ตอบ.  กล่อง  C  เคล่ือนท่ีลงไดร้ะยะทางเท่ากบั  5.93  in.                      
 

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  17/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 2. จงค านวณหาเวลาและความเร็วของวตัถุท่ีห้อยติดกบัรอก C เม่ือวตัถุนั้นเคล่ือนท่ีข้ึนสูงจากพื้น
ไดร้ะยะความสูง m 4  h    ถา้ความเร่งของสายเคเบิ้ลทั้งสองดา้น เท่ากบั  2m/s   t)(0.2    a   
ตอบ.   m/s  2.2104      v,   s   5.4288  t  
 

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  18/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่3 : ความเร็วของน ้าท่ีฉีดออกจากหวัฉีดท่ีจุด A  มีค่าเท่ากบั  m/s  1.2 ท ามุม  o60  กบัแนวราบ จง
หาต าแหน่งท่ีล าน ้ากระทบหลงัคา  ใหต้รวจสอบดว้ยวา่  ล าน ้าน้ีพน้ขอบหลงัคา B  หรือไม่  และจงหา
ความเร็วท่ีนอ้ยท่ีสุดและความเร็วท่ีมากท่ีสุด ท่ีท าใหล้ าน ้าน้ีกระทบหลงัคา 
ตอบ.   -  ล าน ้าน้ีจะกระทบหลงัคาโดยมีระยะห่างจากจุด  m  4.15  B  
           -  ความเร็วท่ีนอ้ยท่ีสุด ท่ีท  าใหล้ าน ้าน้ีกระทบหลงัคา  m/s  11.54   vmin   
           -  ความเร็วท่ีมากท่ีสุด ท่ีท  าใหล้ าน ้าน้ีกระทบหลงัคา  m/s  13.26   vmax   

 
 

 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
ข้อที ่ 4. ลูกบอลกระทบพื้นและกระดอนข้ึนผา่นช่องเปิดตามรูป  จงหาค่ามุม θ  และความเร็วของลูก
บอลใน ในขณะท่ีผา่นช่องเปิดดงักล่าว 
ตอบ.  m/s  1.25      v,  68.2    θ o   
 

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 1 หนา้ท่ี  23-24 
- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  45,49-51 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  24-28 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี 46 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 30-33,40-43 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 3 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 3 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 3 

 

โสตทศันวสัดุ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

 งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน  โดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  :  
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สัปดาห์ที ่4 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  2  จลนศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 4  หนา้ท่ี 1/20 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          2.5  การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
                           
                           
จุดประสงค์การสอน 
 
                           2.5   เขา้ใจการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบไดถู้กตอ้ง 

2.5.1  อธิบายลกัษณะของการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
2.5.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ  y -x  
2.5.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ t-n      
2.5.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ θ -r  
2.5.5  ค านวณการเคล่ือนของอนุภาคท่ีมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ     
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  2/20 
เน้ือหา 

2.5 การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นโค้งในระนาบ ( Plane Curvilinear  Motion ) 
     จากรูปเม่ือพิจารณาอนุภาคซ่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ ต าแหน่งของอนุภาคท่ี A  ก าหนดได้
ดว้ยเวกเตอร์  r

   ซ่ึงลากจากจุดคงท่ีจุดหน่ึง  บนระนาบไปยงัอนุภาค  เราเรียกเวกเตอร์น้ีวา่  เวกเตอร์
ทางต าแหน่ง  (Position  Vector)  หลงัจากเวลาผา่นไป  Δt  อนุภาคเคล่ือนท่ีมาอยูท่ี่ต  าแหน่ง  A   มี
เวกเตอร์ทางต าแหน่งเป็น  r    r


   การขจดัของอนุภาคในช่วงเวลา  Δt   น้ีคือ  r 


    ซ่ึงเป็นเวกเตอร์

ท่ีแสดงการเปล่ียนต าแหน่งของอนุภาค  ส่วนระยะทางท่ีอนุภาคเคล่ือนท่ีในช่วงเวลา Δt   คือ  s    ซ่ึง
เป็นปริมาณสเกลาร์  วดัตามแนวการเคล่ือนท่ีของอนุภาค 

ความเร็วเฉล่ียในการเคล่ือนท่ีจาก A   ไปยงั  A   คือ  
 t

r 
  v   av






  

อตัราเร็วเฉล่ียในการเคล่ือนท่ีจาก A   ไปยงั  A   คือ  
 t

s 
  v   av



  

 ในช่วงเวลา  Δt   สั้น  ๆ  ต าแหน่ง  A    และ  A   จะอยูใ่กลก้นั  ขนาดของ  avv
  และ  avv   

จะเท่ากนั 
ความเร็วท่ีขณะใดขณะหน่ึง    

r    
 td

r d
    

 t

r 
lim       v

0t













 

r       v 
      

 
 v   จะอยูใ่นแนวสัมผสักบัทางเดินของอนุภาค  ณ.  จุดนั้น 

ในท่ีน้ีใหส้ังเกตค่า   r 
   คือ Magnitude  of  Derivative  โดย   r 

  =    v   v     s     
 td

r d
 






 

ซ่ึงคือขนาดของความเร็ว  ส่วน  r   คือ  Derivative  of  magnitude  โดย  
 td

r   d
    

 td

r d
    r   คือ  อตัรา

การเปล่ียนแปลงความยาวของเวกเตอร์  r
    

ความเร่งท่ีขณะใดขณะหน่ึง   

v    
t

v
 lim    a
0t













 

r    v    a 
       

a
   จะมีทิศทางเดียวกบั  vΔ

   ของอนุภาค  ณ.  จุดนั้น 
ในท่ีน้ีใหส้ังเกตวา่  ความเร่ง  a   น้ีจะเกิดเน่ืองจากการเปล่ียนแปลงทิศทางของ v   และ/หรือ  การ
เปล่ียนแปลงขนาดของ v  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  3/20 
เน้ือหา 

 
1.  การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นโค้งในระนาบ  x – y   

    อนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ   X-Y  จะได้
ความสัมพนัธ์ต่าง  ๆ  ดงัน้ี  
       r

     =    jyix


  

      v      =    
dt

rd


   =   jyix




     =   jviv yx


  

      a      =   
dt

vd


   =    jyix




     =  jaia yx


  

เม่ือ 
      r

     คือเวกเตอร์ต าแหน่ง 
      v     คือความเร็ว 
      a     คือความเร่ง 
ขนาดของ  v   หาไดด้งัน้ี 
      v      =     2

y

2

x vv   

 tanθ     =      
x

y

v

v
                                          (1) 

        a     =      2

y

2

x aa   

                                                                               tanα     =      
x

y

a

a
                                     (2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  4/20 
เน้ือหา 

 

 ตัวอย่างที ่ 1  เวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคซ่ึงเคล่ือนท่ีในระนาบ x - y คือ jittr 23


12
t4

2
3

3
2









    

เม่ือ  i


 มีหน่วยเป็น  m และ t  มีหน่วยเป็น s จงหาค่า  v
 และ a  ท่ีเวลา t  = 3 s 

    วธีิท ำ 

  จาก       r
      =     jitt 23



12
t4

2
3

3
2









  

        v  =     
dt

rd


     =   j
t

itt
3

2


3
32           (1) 

                                     a  =     
dt

vd


     =   jti 2


 34t                          (2) 

  ท่ีเวลา t  =  3  s แทนค่าในสมการ (1) และ (2) ได ้

         v =           ji
3

2


3
33332   

         v =       ji


99    m/s                                                 ตอบ 
         a =           ji 2


3334     

    =       ji


99    m/s2                                                 ตอบ 
ตัวอย่างที ่ 2 

 ยงิลูกปืนจากขอบของหนา้ผาซ่ึงสูง 150 m ดว้ยความเร็วตน้ 180 m/s ท ามุม 30 กบัแนวระดบั ถา้ไม่คิด
แรงตา้นอากาศ จงหา 

ก) ระยะทางในแนวระดบัท่ีลูกปืนตกกระทบพื้นล่าง 
              ข)   ระดบัความสูงท่ีสูงท่ีสุดจากพื้นล่างของการเคล่ือนท่ีแบบวถีิโคง้ของลูกปืน 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  5/20 
เน้ือหา 

วธีิท ำ 
 
 
 
 
 
 
 

        yu      =     u sin θ     =   180 sin 30    =    90 m/s 
        ya    =     g =    -9.81 m/s2 
        u X   =     u cos θ     =   180 cos 30 =     155.9   m/s 
        aX   =     0 
        เม่ืออนุภาคตกถึงพื้น ระยะ  y   =  - 150  m เม่ือเทียบกบัจุดเร่ิมตน้ 

       จาก      y  =     2gtutsinθ
2
1


 

    -150   =       2tt 9.81
2
190   

            t2- 18.73t – 30.6     =      0 
                        t  =     19.91   s 
ก)ระยะทางในแนวระดบัท่ีลูกปืนเคล่ือนท่ีได ้
  จาก        x     =    u X t     =     ut cos θ   
    =    155.9 (19.91)     =    3104     m                                          ตอบ 
 
ข) ระดบัสูงสุดเกิดข้ึนเม่ือ yv   เป็นศูนย ์
       2

yv  =      (u sin θ ) 2 – 2 gy 
          0 =       (90 2) – 2 (9.81) y 
          y =       413   m 
          ระดบัความสูงท่ีสุด =      413 + 150     =     563    m                                           ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  6/20 
เน้ือหา 

   
2.  การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นโค้งในระนาบ  n - t            

                                                                                เน่ืองจากอนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบ 
                                                                             ตั้งแต่  n  และ  t  โดยใหแ้กน  n  ตั้งฉากกบัเส้น 

                                                                              ทางการเคล่ือนท่ี  และแกน  t  สัมผสักบัเส้นทาง 
                                           การเคล่ือนท่ี  ตามรูป  (ก) 

 
จาก          ds      =     ρdθ  

            v  =     
dt

ds      =     ρωθρ
dt

ρdθ
    

ความเร็ว v  คือความเร็วในแนว  t   
            v  =     tv   =   ρω                             (1) 
ส าหรับ v  ในแนว n ในขณะใดๆ นั้นเป็นศูนย ์

                                     nv   =      0                              (2) 
จากรูป  (ข)  จะได ้
           a  =      tn aa


  

       a =       2

t

2

n aa                (3) 
ขนาดของ an และ a t หาไดด้งัน้ี   ตามรูป (ค) 

na   =     
dt

vd n



     =     
dt

dθ
v =

ρ

v
θρθv

2
2    

                                                                             na   =   vω =     2ρω        =   
ρ

v 2

             (4) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  7/20 
เน้ือหา 

 
    เม่ือ ρ  คือรัศมีความโคง้ของเส้นทางการเคล่ือนท่ีตรงจุดท่ีพิจารณา 

                             ta   =     
dt

vd t


    =    v      =    

dt

dv    =   
dt

ρωd  

                                   =     ωρρω        =     ωρρα   
                           ta    =      ωρρα                                                                                     (5)            
    ถา้ค่า  ρ  มีค่าคงท่ี จะได ้  ρ =  0 ดงันั้นจะไดว้า่ ta   =     ρα                               (6) 
    เม่ือ 
        ρ   คือ  รัศมีความโคง้ท่ีต าแหน่งพิจารณา 
        na  คือ  ความเร่งในแนว  n 
        ta   คือ  ความเร่งในแนว  t 
         v   คือ  ความเร็วในแนวสัมผสัหรือในแนว  t 
        θ   คือ  ความเร็วเชิงมุม 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  8/20 
เน้ือหา 

 
ตัวย่างที ่3 รถยนตค์นัหน่ึงวิง่เขา้ทางโคง้ท่ีมีรัศมีความโคง้เท่ากบั 1,500 ft ดว้ยความเร็วดวัยอตัราเร็ว  45  
mi/h  (ท่ีต  าแหน่ง A) หลงัจากนั้นท าการเหยยีบคนัเบรกท าใหอ้ตัราเร็วลดลงเหลือ  30  mi/h  (ท่ีต  าแหน่ง 
B) โดยวดัระยะทางจากต าแหน่ง A  ถึงต าแหน่ง B จงหาอตัราเร่งของรถยนตค์นัน้ีหลงัจากท่ีท าการ
เหยยีบคนัเบรกไดร้ะยะทางเท่ากบั  500  ft 

 
(ก) 

 
30  mi/h  =  44  ft/s 
 
45  mi/h  =  66  ft/s 
 

 
วธีิท า     ความเร่งของรถยนตค์นัน้ีหาไดจ้าก 
  2

t

2

n )(a  )(a    a             …(1) 

เม่ือ    
ρ

v
  a

2

n            …(2) 

หาความเร่งในแนวแกน t  จาก 

   

x

x

t

v

00

dxa    vdv
v

     …(3) 

แทนค่า   

750

0

t

44

66

dxa    vdv  

  0) - 750(a       )66 - (44 
2

1
t

22         ดงันั้น ta   =   -1.613   ft/s2 

 
 
 
 
 
. 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  9/20 
เน้ือหา 

 
ตวัอยา่งท่ี 3 (ต่อ) 
พิจารณาต าแหน่งของรถยนตค์นัน้ีท่ีระยะทาง 500  ft 
 

 
(ข) 

จาก           

x

x

t

v

00

dxa    vdv
v

 

แทนค่า     

500

0

v

66

dx1.63-    vdv
1

 

0) - 500(1.63-       )66 - (v 
2

1 22

1   

ดงันั้น     V1       =    52.4  ft/s       

   
หาความเร่งของรถยนตค์นัน่ีท่ีระยะทาง 500  ft  หลงัจากท าการเหยยีบคนัเบรก 

 
( ค ) 

2

t

2

n )(a  )(a    a   

ρ

v
  a

2

n    =  
ft  1500

ft/s)  4.52( 2

  =  1.828  ft/s2   

 ดงันั้น   
22 )(1.828  )(-1.613    a   

       =  2.44  ft/s2                                                ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  10/20 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่4  

เคร่ืองบินเจทล าหน่ึงมี เคล่ือนท่ีตามสมการ 









80

x
ln 15  y    ดว้ยอตัราเร็วคงท่ีเท่ากบั  110  m/s  จง

หาขนาดของอตัราเร่ง ของเคร่ืองบินล าน้ี   โดยก าหนดให ้  yA  =  0 ( ท่ีจุด A )    

 
วธีิท า 

จากสมการการเคล่ือนท่ีในแนวแกน    









80

x
ln 15  y   

ดงันั้นความเร็วในแนวแกน y  จึงเท่ากบั   
















80

80
1

15    
dx

dy

x
  =  

x

15                           ดงันั้นท่ี x  =  80  m.  0.1875    
80

15
    

dx

dy
   

และ  
22

2

x

15
    

dx

yd
                                      ดงันั้นท่ี x  =  80  m.  0.002344-    

dx

yd
2

2

  

 
และจากสมการ   

2

2

3/2
2

dx

yd

dx

dy
  1

    ρ





















       แทนค่าลงในสมการจะได ้  
m.   449.3633    

0.002344

(1.875)1
  ρ

3/2 2





  

ดงันั้น    2
22

n m/s  26.972    
449.3633

(110)
    

ρ

v
    a    a   

 
นัน่หมายความวา่อตัราเร่งของเคร่ืองบินเจทล าน้ี  เท่ากบั  26.972  m/s2             ตอบ  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  11/20 
เน้ือหา 

 
4.  การเคล่ือนทีเ่ป็นเส้นโค้งในระนาบแบบ    θr   

 
 
 
 
 
 

                 
                                   (ก)                                                                        (ข)      

 
 

 
 
 
 
(ค) 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                   (ง)                                                                        (จ)      
 

รูปท่ี 2.18  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ของอนุภาคแบบ θr   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  12/20 
เน้ือหา 

 
จากรูปท่ี 2.18  (ก)  ต าแหน่งของอนุภาคท่ีจุด A   ก าหนดไดด้ว้ยระยะในแนวรัศมี r   ซ่ึงวดัจากจุดคงท่ี 
O   และมุม θ   แกน  θ -r   จะถูกก าหนดใหมี้จุด Originอยูท่ี่อนุภาคและเคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัอนุภาค  
แกน r  จะอยูใ่นแนวเดียวกบัระยะ r  และมีทิศทาง r   พุง่ออก  จากจุดคงท่ี  O   ส่วนแกน θ  จะอยูใ่น
แนวตั้งฉากกบัแกน r  
 
Polar  Coordinates  น้ี  เหมาะส าหรับการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบบงัคบั  ซ่ึงถูกควบคุมดว้ยระยะรัศมี
และต าแหน่งเชิงมุม  หรือการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบไม่บงัคบั  ซ่ึงถูกสังเกตการเคล่ือนท่ี  โดยวดั
ระยะรัศมีและต าแหน่งเชิงมุม   
ในการหาความเร็วและความเร่งของอนุภาคนั้นท าไดด้งัน้ี 
 
อนุภาคท่ีต าแหน่ง A มีเวกเตอร์ทางต าแหน่งเป็น r

   และเม่ือเคล่ือนท่ีมายงัต าแหน่ง A   ในช่วงเวลา  
dt  จะไดก้ารขจดั rd

   โดย 
  θr rd  rd    rd


  

หารตลอดดว้ย  dt   จะได ้
  θr v  v    v


        ...(2.20) 

 

rv
   มีทิศทางในแนว  r

   มีขนาดคือ  r    
dt

dr
  r   

dt

dr
   

( rrd
  คือ การเปล่ียนแปลงขนาดของ r

  ในแนวแกน r  ซ่ึงก็คือ การเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ r
  นัน่เอง) 

 

θv
   มีทิศทางในแนว  θ   มีขนาดคือ  θr       

dt

dθ
r    

( θrd
  คือ การเปล่ียนแปลงขนาดของ r

  ในแนวแกนθ  ซ่ึงตามรูป 2.18 ( ก ) จะมีขนาดเท่ากบั dθr  ) 
 

 r    
dt

dr
        v r




    และ     θr    
dt

dθ
r      vθ


     ...(2.21) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  13/20 
เน้ือหา 

 
จากรูปท่ี 2.18 (ค)  เม่ืออนุภาค A  เคล่ือนท่ีไปยงั  A  ความเร็วยอ่ยของอนุภาค  คือ rv และ  θv  จะ
เปล่ียนไปเป็น rv และ  θv   ตามล าดบั  จะเห็นไดว้า่  การเปล่ียนแปลงของความเร็วยอ่ยนั้นจะมีการ
เปล่ียนแปลงทั้งขนาดและทิศทาง  เม่ือน ามาเขียนดงัรูปท่ี 2.18 ( ง )  ความเร็วท่ีเปล่ียนแปลงไปคือ rvd

  
และ θvd

   ซ่ึงเราสามารถแตกให้อยูใ่นแนวแกน  θ -r   คือ rvd
   แตกไดเ้ป็น  rr )vd (

   และ θr )vd (
  

ส่วน  θvd
   แตกไดเ้ป็น  rθ )vd (

   และ θθ )vd (
  

 
ขนาดของความเร็วท่ีเปล่ียนแปลง  หาไดด้งัน้ี 

r d       dv    )vd ( rrr



        ทิศ  r   ( คือ   การเปล่ียนแปลงขนาดของ  rv

 ) 
dθ r     dθ  v  )vd ( rθr




   ทิศ  θ   ( คือ  การเปล่ียนแปลงขนาดของ  rv
  ) 

dθ θr     dθ   v  )vd ( θrθ


   ทิศ  r   ( คือ   การเปล่ียนแปลงขนาดของ  θv
  ) 

) θr  ( d       dv    )vd ( θθθ


   ทิศ  θ   ( คือ   การเปล่ียนแปลงขนาดของ  θv
  ) 

 
เม่ือรวมการเปล่ียนแปลงในแต่ละแนวยอ่ย  r  และ  θ   แลว้หารดว้ยช่วงเวลา  dt  จะไดค้วามเร่งในแต่
ละแนวยอ่ยดงัน้ี 
 θr a    a      a


                                                                                       ...(2.22) 

2

r θr r
dt

dθ θr

dt

rd
    a 


  

 

θ r 2θr  
dt

) θr  d(

dt

dθ r
    a θ




  

 
นัน่คือ   2

r θr r  a 


   และ  θ r 2θr     aθ


      ...(2.23) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  14/20 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที่  5   เคร่ืองบินไอพ่นบินดว้ยความเร็ว  v คงท่ี ท่ีระดบัความสูง h = 8 km  ถูกจบัดว้ยเรดาร์ ซ่ึง
ติดตั้งท่ีจุด  O  ใตแ้นวเส้นทางบิน   ถา้มุม  θ   ลดลงดว้ยอตัรา 0.025 rad/s    เม่ือมุม θ   =  60 จงหาค่า  
r    ในขณะนั้นและขนาดของความเร็วของเคร่ืองบิน 
 
 
 
 
 
วธีิท า     
    ความเร่งในทุกทิศทางเป็นศูนย ์ดงันั้น 
                                              a =      2θrr        =     0 
                r  =      2θr  

                         r     =      
sinθ

h       =    
60

8
sin

    =    9.24     km 

              มุม  θ  ลดลงดว้ยอตัรา    =    0.025  rad/s 
                                             θ       =        -0.025   rad/s 

                                             r  =        9.24 (-0.025)2       =      0.00577     km / s2 

     =        5.77   m /s2          ตอบ 
  

                    v =       
θsin

θh

sinθ

θr
2


   

 

   v =      223/
8000(0.025

)(

)    =      267    m/s 

    =      960     km/h               ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  15/20 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 6 
แขน OA ซ่ึงยาว 0.9  m หมุนรอบจุด O ดว้ยความสัมพนัธ์ θ =  0.15 t 2 ปลอก Bเล่ือนไปตามแขน OA 
ดว้ยความสัมพนัธ์ r  = 0.9 – 0.12 t 2   ในขณะท่ีแขน  OA ท ามุม θ   = 30 จงหา 
 
 
 
 
 
 

ก) ความเร็วรวมของปลอก  B 
ข) ความเร่งรวมของปลอก  B 

วธีิท ำ 

 จากความสัมพนัธ์     θ  =       0.15 t2 และ r      = 0.9 – 0.12 t 2 (1) 

        θ  =       0.3t และ  r     = -0.24t  (2) 
        θ  =       0.3 และ  r     = -0.24  (3) 

 หาเวลา  t  เม่ือ         θ       =       30    =    
180

30 π     =    0.524    rad 

             ดงันั้น  0.524 =       0.15 t 2 
   t =       1.869  s 
 ดงันั้นจากสมการ (1) , (2) และ (3) แทนค่า  t   =  1.869 s ได ้

    θ  =       0.524    rad , r      = 0.481 m 
    θ  =       0.561    rad/s , r     = -0.499 m/s 

    θ  =       0.3    rad/s2 , r     = -0.24 m/s2 
ก) ความเร็วรวมของปลอก B จาก 

    v r =      r      =      - 0.449 m/s 
  

θv  =     θr       =      0.481 (0.561) =     0.27    m/s 
      v =     )(0.27)0.449( 22    
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  16/20 
เน้ือหา 

 
                                                                                
 
 
 
 
 
 

ข) ความเร่งรวมของปลอก B จาก 
    ra   =     2θrr         = - 0.24 – 0.481 (0.561 2) 

=     -0.391   m/s2 
   

θa  =      θr2θr     
=       0.481 (0.3) + 2 (-0.499)(0.561) 

=      -0.359    m/s2 

      a =      (-0.3912) + (- 0.3592)  

=      0.531   m/s2    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  17/20 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ค าส่ัง :  จงตอบค าถามต่อไปนี้ 
 
ข้อที ่1. การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ของอนุภาค เป็นไปตามสมการ  16t - 50    vx   และ 16t - 50    vx   
 24t  -  100  y     ท่ีเวลา   0    x  ,  s 0 t    จงเขียนทางเดินของอนุภาคและใหห้าความเร็วและ
ความเร่งของอนุภาคท่ีต าแหน่ง  0  y    
ตอบ  2m/s  17.9    a  ,  m/s  50    v   
 
 
ข้อที ่2  ถา้ต าแหน่งการเคล่ือนท่ีของลูกบอลลูน  ถูกก าหนดโดยสมการ  x  = ( 8t )  และ  y  =  x2 / 10   
จงหา    
ก)  ระยะทางระหวา่งลูกบอลลูนกบัต าแหน่ง  A ( เส้นตรง )  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที 
ข)   ขนาดและทิศทางของความเร็วของลูกบอลลูน  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาทีและหามุมระหวา่งแกน y 
และ  x  จากสมการดงัต่อไปน้ี 
ตอบ.    m/s  25.6   v, m/s  8      v,  m   30.2  r  yx   
 

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  18/20 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่3 เรือล าหน่ึง  เคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ดงัแสดงในภาพ  จงค านวณหาความเร่งของเรือล าน้ี  ถา้รัศมี
ความโคง้เท่ากบั  20 m.  และอตัราเร็วเท่ากบั  5  m/s. ( คงท่ี )  และอตัราเร่งในแนวแกน t  เท่ากบั  2  
m/s2 
ตอบ  2m/s  2.358    a   
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 

 
ข้อที ่4. รถไฟขบวนหน่ึงวิง่ตามรางท่ีโคง้ตามสมการ    y  =  (10 -6)x3   จงค านวณหาอตัราเร่งของรถไฟ
ขบวนน้ี  ถา้ท่ี  x  =  600  ความเร็วของรถไฟจะเท่ากบั  40  ft/s  ( x และ y  มีหน่วยเป็นฟุต (ft.) 
ตอบ   ( 2m/s  1.80   a  ) 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  19/20 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่ 5.  อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีตามสมการ  2 t 4 r   และ 
2

t
  θ

2

  เม่ือ r   มีหน่วยเป็น  m  และθ  

มีหน่วยเป็น rad   จงหาความเร็ว v   และความเร่ง a   ของอนุภาคน้ีเม่ือ  s 2 t    
ตอบ.  m/s  θ16  r4    v 11


 ,  2

11 m/s  θ24  r30-    a


  
 

ข้อที ่6.  อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในแกน θ -r  ในขณะนั้นถา้  
4

5π
  θ   ความเร่งในแนว  θ

เท่ากบั 2mm/s  16 , rad/s  4  θ  ,  rad/s  0.5  θ , mm/s 6  r , mm 5  r 2    จงค านวณหาขนาดของ
ความเร็วของอนุภาคในขณะนั้น 
ตอบ.  m/s  4.72    v   
 
ข้อที ่7.  ในขณะนั้นแขนพร้อมร่อง  หมุนดว้ยอตัราเร็ว  rev/min  80    N  และหมุนชา้ลงดว้ยอตัรา  

rev/min/s  280  ระยะ r  ในขณะนั้นเท่ากบั  mm  250  และมีระยะลดลงดว้ยอตัราคงท่ี mm/s  300

จงหา a  ในรูปของเวกเตอร์ในขณะนั้น 
ตอบ.  2

11 m/s  θ 12.36  r 17,55-    a


  
 
ข้อที ่8.  แขน  OA   หมุนตามสมการ 30.02t 0.2t    θ    ในขณะเดียวกนัเกลียวจะหมุน ซ่ึงท าใหต้วั
เล่ือน  B  เคล่ือนท่ีไปตามเกลียวดว้ยสมการ  2 t0.04  0.2  r   จงหาความเร่งของตวัเล่ือนในขณะท่ี
เวลา  s 3  t    
ตอบ.  2m/s  0.601    a   
 

 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 8 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  60,75,101-102 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  29-42 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี  40 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 47-58,60-64,71-80 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 36 

เอกสารประกอบ 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 4 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 4 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 4 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน  โดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่ 5 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  2  จลนศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี  5  หนา้ท่ี  1/20 

 
 
ช่ือบทเรียน         
                          2.6  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ (Relative Motion in  Plane) 
                           
จุดประสงค์การสอน 
 
                           2.6    เขา้ใจหลกัการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบไดถู้กตอ้ง 
                                2.6.1  อธิบายลกัษณะของเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบ 
                                2.6.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิง 
                                          ขนานกบัต าแหน่งเดิม (Translating Reference  Axes) 
                                2.6.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิง 
                                          หมุน (Rotating Reference Axes) 
                                2.6.4  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคแบบสัมพทัธ์ในระนาบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี 5  เลขหนา้  2/20 
เน้ือหา 

 

2.6  การเคล่ือนทีสั่มพทัธ์ในระนาบ (Relative  Motion in a Plane) 
 
        ในหวัขอ้ก่อน ๆ  ท่ีกล่าวมาขา้งตน้  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคเป็นการเคล่ือนท่ีสัมบูรณ์  
ซ่ึงการขจดั ความเร็ว  และความเร่ง  วดัเทียบจากระบบแกนซ่ึงอยูค่งท่ี  ในบางปัญหานั้น  ถา้เราพิจารณา
การเคล่ือนท่ีเป็นชนิดการเคล่ือนท่ีสัมบูรณ์  วธีิทางท่ีอนุภาคเคล่ือนท่ีจะมีลกัษณะซบัซอ้นเป็นเส้นโคง้
ใด ๆ  ซ่ึงยากแก่การพิจารณา  แต่ถา้หากวา่พิจารณาการเคล่ือนท่ีนั้นเทียบกบัระบบแกนท่ีมีการเคล่ือนท่ี
แลว้  วถีิทางท่ีอนุภาคเคล่ือนท่ีก็จะมีลกัษณะง่าย ๆ  คือ  เป็นเส้นตรงหรือวงกลม  อีกทั้งง่ายต่อการ
ค านวณ  ซ่ึงการพิจารณาการเคล่ือนท่ีในแบบหลงัน้ีเรียกวา่  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ ( Relative  Motion )  
  
        ในการเคล่ือนท่ีซ่ึงเป็นไปตามกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนันั้น  ปริมาณต่าง ๆ จะคิดเทียบกบัแกน
อา้งอิงคงท่ี ( Primary  Inertial  System )  แกนอา้งอิงต่าง ๆ  บนผวิโลก  อนัท่ีจริงจะเป็นระบบแกน
เคล่ือนท่ี  เน่ืองมาจากการหมุนรอบตวัเองของโลกและการหมุนรอบดวงอาทิตย ์  ในทางวศิวกรรม  ผล
ของการหมุนน้ีจะมีผลต่อปริมาณต่าง ๆ นอ้ยมาก  ดงันั้น  จึงถือไดว้า่แกนอา้งอิงต่าง ๆ ท่ีอยูติ่ดกบัผวิ
โลก  เป็นแกนอา้งอิงคงท่ีได ้ เราอาจใชแ้กนหมุนของโลกเป็นแกนอา้งอิงคงท่ีหรือเหตุการณ์ในจกัรวาล  
เราอาจใชแ้กนอา้งอิงบนดวงอาทิตยเ์ป็นแกนอา้งอิงคงท่ี  เป็นตน้   
 
แกนอา้งอิงเคล่ือนท่ีแบ่งออกไดเ้ป็น  2  ชนิด  คือ 

1.  แกนอา้งอิงเคล่ือนท่ีขนานกบัต าแหน่งเดิม   (Translating  Reference  Axes) 
2.  แกนอา้งอิงซ่ึงเคล่ือนท่ีแบบหมุน (Rotating  Reference  Axes) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี 5  เลขหนา้  3/20 
เน้ือหา 

 
1.  กำรเคล่ือนทีสั่มพทัธ์ในระนำบแบบแกนอ้ำงองิเคล่ือนที่ขนำนกบัต ำแหน่งเดิม 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  2.19  แสดงลกัษณะของการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ในระนาบแบบแกนอา้งอิงขนานกบัต าแหน่งเดิม 

 

พิจารณาอนุภาค  A  และ  B  ซ่ึงอาจมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในระนาบท่ีก าหนดให้หรือในระนาบ
ขนานกนั  ดงัรูปท่ี  2.19  ส าหรับหลกัในการพิจารณาก็คือ  ถา้อนุภาคใดเป็นผูส้ังเกตให้ตั้งแกน  x – y ท่ี
ผูส้ังเกตนั้น  ตวัอยา่งเช่น  ถา้อนุภาค  B เป็นผูส้ังเกตการเคล่ือนท่ีของอนุภาค A ก็ให้ตั้งแกน x - y ผ่าน
จุด  B  ซ่ึงเป็นผูส้ังเกตการเคล่ือนท่ีของ  A  ดงัแสดงในรูปท่ี 2.19  เป็นตน้ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  4/20 
เน้ือหา 

     
    จากรูป (ก) จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

                  Ar
   =    Br

  +  
/BAr


 

            Av
   =   Bv

   +  
/BAv

 ………………..(1) 
    
 
                                                                                                                            (ก) 
 และเม่ือพิจารณาจากรูป (ข)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

      Aa
   =    Ba

  +  
/BAa

  

    เม่ือ   
                    Ar

    คือ  ต าแหน่งสัมบูรณ์ของ  A                                          
                   Br

   คือ  ต าแหน่งสัมบูรณ์ของ  B 

                
/BAr

   คือ   ต าแหน่งสัมบูรณ์ของ  A เทียบกบั  B                                (ข) 
               /BAv

   คือ   ความเร็วสัมพทัธ์ของ  A เทียบกบั B 
               

/BAa
   คือ  ความเร่งสัมพทัธ์ของ  A เทียบกบั B 

 
     ในกรณีของสามอนุภาคคือ  A ,B และ C เคล่ือนท่ีสัมพทัธ์กนัจะได ้  
                 

/BAv
    =    

/CAv
 + 

/BCv
  

               
/BAa

   =    
/CAa

 +   
/BCa

 ………………(2) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  5/20 
เน้ือหา 

 

ตัวอย่ำงที ่ 1 
เคร่ืองบิน A บินไปทางทางตะวนัตกดว้ยความเร็ว 900  km/h เคร่ืองบิน B บินไปทางเหนือดว้ยความเร็ว 
600  km/h จงหาขนาดและทิศทางของความเร็วของเคร่ืองบิน A ท่ีสังเกตโดยผูโ้ดยสารบนเคร่ืองบิน B 
 
 
 

 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ 
    เคร่ืองบิน  A  ถูกสังเกตโดยผูโ้ดยสารบนเคร่ืองบิน  B  ดงันั้นจะตอ้งเขียนเวกเตอร์ใหอ้ยูใ่นรูปของ   

/BAv
   ซ่ึงจะได ้  Av

    =   Bv
   +  

/BAv
   แลว้หาขนาดและทิศทางได ้

 
 

                     Av
    =   Bv

   +  
/BAv

  
                 ซ่ึงเม่ือเขียนเวกเตอร์จะไดต้ามรูป 

                    ขนาดของ          
/BAv     =   2

B

2

A vv   

 

                                                       =    22 (600)(900)   
                                     

/BAv    =      1082    km/h                       ตอบ 

                                               α     =      tan –1 900
600   

                                                =      33.7                                                      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  6/20 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่ำงที ่ 2 
รถยนต์  A  แล่นบนทางโค้งรัศมี  150  m   ด้วยอตัราเร็วคงท่ี  54  km/h  ในขณะเดียวกันรถยนต์  B  
แล่นดว้ยอตัราเร็ว  81  km/h  แต่ชา้ลงดว้ยอตัราเร่ง  3  m/s2  จงหาความเร็วและความเร่งของรถยนต ์ A   
เม่ือสังเกตจากรถยนต ์ B 

 
 
 

 
    หลกัการวเิคราะห์ 
    Av   และ  Bv    มีทิศทางตั้งฉากกบั  ดงันั้นหา  A/Bv   ได ้ ส าหรับ  Aa   และ  Ba   มีทิศทางตรงกนั
ขา้ม  ดงันั้น    BAA/B aaa     โดยตรง   
    การค านวณ 
                          Av      =     54     km/h 

                                     =     3.6
54      =    15  m/s                

                          Bv       =      81   km/h 

                                      =    3.6
81       =    22.5   m/s   

                           Aa       =     
ρ

v 2

A      =     
150

(15)2
   =   1.5  m/s2 

                             Ba      =    -3  m/s2  (ชา้ลง) 
                        Aa

      =    Ba
   +   A/Ba

  
                       A/Ba     =    BA aa   
                                       =   1.5 – (-3) 

                                       =    4.5   m/s2                                                                             ตอบ 
                          Av

       =    Bv
   +   A/Bv

   
                          A/Bv     =   2

B

2

A vv   
                                       =    22 (22.5)(15)         =   27.0   m/s                                       ตอบ 
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ตัวอย่ำงที ่ 3 
    รถยนต์  A  และ  B  วิ่งบนทางโคง้  ด้วยอตัราเร็วเท่ากันคือ  72  km/h  จงหาความเร็วของ  A  ซ่ึง
สังเกตโดยผูโ้ดยสารบน  B  เม่ือผูโ้ดยสารหมุนไปพร้อมกบั  B  ในขณะต าแหน่งตามรูป 
 

 
 
 
 
 
หลกักำรวเิครำะห์ 
เน่ืองจากรถยนต์  B  วิ่งบนทางโคง้  และแกน  x – y  ผ่านจุด  B  ดงันั้น  ω   ของรถยนต์  B  รอบจุด
ศูนยก์ลางความโคง้มีค่าเท่ากบั   ω   ของแกน  x – y   นั้นเอง  ใช้หลกัความเร็วสัมพทัธ์แบบแกนหมุน
หาค่า  relv    ได ้ ซ่ึงเป็นค่าท่ีตอ้งการ 
กำรค ำนวณ 
ในขณะท่ี  B  เล้ียวโคง้ดว้ยรัศมี  100  m  ดงันั้นแกน  x – y  หมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม 

                        ω      =     
r

vA      =      100
72/3.6      =     0.2   rad/s 

                  ω       =      k0.2


  rad/s 

    ในท่ีน้ี       Av     =    Bv        =       3.6
72      =     20   m/s 

 

ระยะ                  r      =      30   m 

                   Av
       =     i


20      ,      Bv

    =     i


20   , 
                          r

       =      A/Br
     =    j


30  

                    Av
    =      Bv

  +   rω


   +  relv
  

                i


20    =     i


20   +  k0.2


     ( j


30 )  +  relv
  

                    i


20     =     i


20    +  i


6  +  relv
  

                   relv
       =    i


46    m/s                                                                                 ตอบ 
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เน้ือหา 

 
Relative motion analysis  :  Two particle Using Translating  Axes. 
ตัวอย่างที ่4 
เคร่ืองบิน  2  ล า  ก าลงับินอยูใ่นทิศทางดงัแสดงในภาพ โดยท่ีเคร่ืองบิน A บินดว้ยความเร็ว  700  km/h  
ส่วนเคร่ืองบิน ดว้ยความเร็ว  600  km/h  จงหาความความเร็ว และความเร่งสัมพทัธ์ถา้นกับินท่ีอยูบ่น
เคร่ือง A สังเกตการบินของเคร่ืองบิน B 

 
วธีิท า  
จากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ  Translating Axes 
สมการความเร็วสัมพทัธ์    VB  =  VA  + VB/A 

สมการความเร่งสัมพทัธ์     aB  =  aA   +  aB/A 
เม่ือ   
     km/h    j 700  vA


  

     km/h    j 600  vB


  

         
          

และ 

  km/h  j 50  a 2

A


  

  km/h  j 100-  )a( 2

tB


  

   km/h   900
km 400

 )km/h  600 (
    

ρ

v
  )(a 2

22

B
nB  

แทนค่าลงในสมการความเร็วสัมพทัธ์ 
จะได ้    km/h    v  j700   j 600     v  v   v B/AB/A AB


   

 ดงันั้น  km/h     100-    j) 700 - (600    vB/A 
 หรือ       

h

km
  100  vB/A 

   ตอบ 

แทนค่าลงในสมการความเร่งสัมพทัธ์ 
จะได ้     km/h  a  j50   )j 100 - i (900     a  a   a 2

B/AB/A AB


     

ดงันั้น    
h

km
    j 150  -  i 900  a

2B/A
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2.  การเคล่ือนทีสั่มพทัธ์ในระนาบแบบแกนอ้างองิหมุน 

 
 
 
 
 
 
 

       พิจารณาอนุภาค  A  และ  B  ซ่ึงเคล่ือนท่ีอย่างอิสระต่อกนัในระนาบ  ดงัรูป (A)  ตั้งแกน  x – y 
ผา่นจุด  B  ซ่ึงเป็นผูส้ังเกตการเคล่ือนท่ี  A  และในขณะเดียวกนั  x – y หมุนไปดว้ยความเร็วเชิงมุม  ω   
= θ  หรือในรูปเวกเตอร์  ω  = kω


 =  kθ


  (k เป็นเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในแกน z ซ่ึงตั้งฉากกบัระนาบ x - 

y) 
    จากรูป (ก)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัน้ี 
                      Ar

    =   Br
 + 

/BAr
   =    Br

  + r
  

                             =   Br
  +  xi


 + yj


…………………………………(1) 

    เม่ือ 
   i


 , j


   คือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยตามแนวแกน  x  และ  y  ตามล าดบั 
   Ar
  , Br

   คือเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาค  A  และ  B  ตามล าดบั  ซ่ึงวดัเทียบกบัแกนอา้งอิง  x – y 
  

/BAr
   =  r

   คือเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาค  A  เทียบกบั  B  ซ่ึงเป็นค่าสัมพทัธ์  เน่ืองจากวดัเทียบ 
               กบัแกน  x – y  ท่ีมีการหมุน 
    เม่ือหาอนุพนัธ์ของสมการ  (1)  เทียบกบัเวลาจะได ้
              Av

   =    Bv
 + ( xi


+ yj


) + ( xi 


+ yj 


)………………………………………………(2) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  10/20 
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       จากรูป (B)       id


 =   dθj


……………………………………………………………..(3) 

    เน่ืองจากเวกเตอร์หน่ึงหน่วยมีขนาด  = 1 
    ดงันั้น                  id


 =    jdθ1


    =   jdθ


 

    และ                    jd


     =    - dθi


…………………………………………………………..(4) 

จากสมการ  (3)    
dt

id


  =  i
     =  

dt

dθ
j


  =  ωj


 

   จากสมการ   (4)    
dt

jd


   =  j
   =   -

dt

dθ
i


  =  - ωi


 

 
 

 
 
 
 

 
       จากรูป (C)         iω


   =   ωj


 

    และ                  jω


    =  - ωi


 
                              i

   =  iω


 และ  j
   =  jω


 …………………………………………(5) 

                      xi


 + yj
   =    ( iω


 ) + ( jω


 ) y 

                                        =    yjωxiω


  
                                         =    ω

  ( yjxi


 ) 
                                        =    rω


  

 
และเน่ืองจาก  xi 


+ yj 


 =  relv
     ดงันั้นจากสมการ (2) จะได ้

              Av
    =    Bv

  + ( rω


 ) + relv
 ………………………………………………………(6) 
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    เม่ือ 
                Av

    คือความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาค  A 

                Bv
    คือความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาค  B 

                 ω     คือความเร็วเชิงมุมของแกน  x – y ซ่ึงมีจุดก าเนิดอยูท่ี่  B 
                  r

     คือเวกเตอร์ต าแหน่งของ  A  เทียบกบั  B ซ่ึงวดัตามแนวแกน  x – y  
                relv

   คือความเร็วสัมพทัธ์เทียบกบัแกน  x – y (ความเร็วของ  A  เทียบกบัแกน  x – y) 
                 
 
 
 
 
 
 
 
    จากสมการท่ี  6  สามารถเปล่ียนรูปต่าง ๆ ไดด้งัน้ี    
                     Av

    =    Bv
  + ( rω


 ) + relv

  

    จะได ้          Av
    =    Bv

 +  /Bpv
 + 

/pAv
  

                                 =    pv
 +  

/Bpv
  

    หรือ             Av
   =    Bv

 + 
/BAv

  
    จากสมการท่ี  6  เม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะไดว้า่ 
                       Aa

    =   Ba
 + ( rω

  ) + ( rω 
 ) + relv

  ………………………………………….(7) 

                    rω


  =    ω   
dt

d  ( yjxi


 ) 
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        จากสมการ (1) , (2) และ (2.12) จะได ้
                   rω 

  =    ω   [ ( rω


 ) + relv
  ] 

                              =    ω ( rω


 ) +  ω   relv
 ………………………………………………..(8) 

         
relv

     =    
dt

d  ( yjxi 





 ) 

                             =     yjxiyjxi 











  

                             =    ω    ( yjxi 





 ) + ( yjxi 





 ) ;   
                     i


     =    ω   i

 ;  j
 = ω  j


                           

                             =    ω   relv
 + rela

 …………………………………………………………..(9) 
    จากสมการ (7) , (8) และ (9) จะได ้
                  Aa

     =   Ba
  + ( ω


r ) + ( ω

   ( ω
  r ) )  + ( 2 ω  relv

 ) + rela
  …………….(10) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
    ขนาดต่าง ๆ ของสมการ (10) เป็นดงัน้ี  ดงัรูป 
              rω

         =     P/Ba ในแนวตั้งฉากกบั  r    =    θr   

    )rω(ω


        =    P/Ba ในแนวเขา้หาจุด  B  =  2θr  

                    rela
      =      ( rela

 )n +  ( rela
 )t 
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เน้ือหา 

 

           nrel )a(
      =     

ρ

v 2

rel     = ความเร่งตามแนว  n 

           trel )a(
          =    s      =   ความเร่งตามแนว t  (สัมผสักบัโคง้) 

           relvω


2     =      ความเร่งคอริออลิส  มีทิศทางตามกฎมือขวา เป็นเทอมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากวตัถุ
เคล่ือนท่ีในขณะท่ีมีการหมุน 
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Relative Motion Analysis : Using Rotating Axes.     
ตัวอย่างที ่ 5  เคร่ืองบิน  2  ล า  ก าลงับินอยูใ่นทิศทางดงัแสดงในภาพ โดยท่ีเคร่ืองบิน A บินดว้ย
ความเร็ว  700  km/h  ส่วนเคร่ืองบิน ดว้ยความเร็ว  600  km/h  จงหาความความเร็ว และความเร่ง
สัมพทัธ์ถา้นกับินท่ีอยูบ่นเคร่ือง B สังเกตการบินของเคร่ืองบิน A     

 
วธีิท า 
จากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ  Rotating  Axes   
สมการความเร็วสัมพทัธ์    Av

    =    Bv
  + ( rω


 ) + relv


 

สมการความเร่งสัมพทัธ์    Aa
     =   Ba

  + ( ω

r ) + ( ω

   ( ω
  r ) )  + ( 2 ω  relv

 ) + rela
  

 
  เม่ือ 

  km/h     j 600  vB


  

(aB)n  =  2
22

B km/h  900    
400

600
    

ρ

V
  

,   )a(  )a(  a tBnBB


  

          = 2km/h  j 100 - i 900


 

, ω   =   
ρ

VB   =  rad/s  1.5    
km  400

km/h  600
  

หรือ  ω   =  rad/s  k 1.5


  

และ   
km  400

km/h  100
    

ρ

)a(
    ω

2

tB 


 =  0.25  rad/s 

หรือ  2rad/s   k0.25   ω
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ตัวอย่างที ่5  ( ต่อ) 
 
หาความเร็วสัมพทัธ์ 
แทนค่าทั้งหมดลงในสมการความเร็วสัมพทัธ์ 

Av
    =    Bv

  + ( rω


 ) + relv
  

relv x )i (-4 x )k (-1.5 j 600    j700


  
 
ดงันั้น  km/h     j 94    v rel


       ตอบ   

  
หาค่าความเร่งสัมพทัธ์ 
แทนค่าทั้งหมดลงในสมการความเร่งสัมพทัธ์ 

Aa
     =   Ba

  + ( ω

r ) + ( ω

   ( ω
  r ) )  + ( 2 ω  relv

 ) + rela
  

    a  )j(94 x )k2(-1.5  )]i(-4 x )k[(-1.5 x )k(-1.5)i(-4 x )k(0.25)j100-i(900  j50 rel


  

 

ดงันั้น     
h

km
   } j 151  i 1,191- {   a

2 rel


       ตอบ   
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ตัวอย่างที ่6   ชายคนหน่ึงวิง่อยูบ่นจานท่ีก าลงัหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม  ω  =  0.5  rad/s  และมีความเร่ง
เชิงมุม  α  =  0.2  rad/s2   โดยในขณะท่ีชายคนน้ีห่างจากจุด O  เป็นระยะทางเท่ากบั  5  m ชายคนน้ีมี
ความเร็วเท่ากบั  2  m/s  และมีความเร่งเท่ากบั  3  m/s2  ในทิศทางดงัแสดงในภาพ  จงหาความเร็วและ
ความเร่งของชายคนน้ี 

 
วธีิท า 
จากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ  Rotating  Axes   
สมการความเร็วสัมพทัธ์    Av

    =    Bv
  + ( rω


 ) + relv

     …(1) 
สมการความเร่งสัมพทัธ์    Aa

     =   Ba
  + ( ω


r ) + ( ω

   ( ω
  r ) )  + ( 2 ω  relv

 ) + rela
  

          …(2) 
เม่ือ   
              0v  =    0 
 0a   =   0 
 ω    =  0.5 k


  rad/s 

 ω    =  0.2 k


  rad/s2 

AC/Or
            =  relr

   =  5 j


  m 
( A/Ov
 )XYZ  =  relv

   =  2 j


  m/s 
( A/Oa
 )XYZ   =  rela

   =  3 j


 m/s2 

Cora            =  ( 2 ω  relv
 )   

                   =  j(2) x k)5.0(2


 
                   =  -2 i


  m/s2 

จาการแทนค่าลงในสมการท่ี (1)  และ  (2)  จะได ้  

Cv   =   [ j2  i5.2


 ]             m/s   

Ca   =    [ j1.75  i3


 ]        m/s2     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  17/20 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
ข้อที่ 1  เคร่ืองบิน  A  และ  B  ก าลงับินอยู่ในทิศทางดงัแสดงในภาพ  ถ้าในขณะนั้นเคร่ืองบิน A  มี
ความเร็ว  VA =  600  km/h  และ เคร่ืองบิน  B  มีความเร็ว VB  =  700  km/h  จงหาความเร็วสัมพทัธ์ของ
เคร่ืองบิน B  ถา้ผูม้องอยูบ่นเคร่ืองบิน  A    ( VB/A ) 

ตอบ ( km/h      1,240.2     vB/A   และท ามุม  163.9o )      

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 
 

ข้อที ่2 : ในขณะต าแหน่งดงัแสดงในภาพ  รถยนต ์A มีความเร่งในทิศทางการเคล่ือนท่ี รถยนต ์B แล่น
ดว้ยอตัราเร็ว km/h  72 และก าลงัเร่งเพิ่มข้ึน  ถา้ความเร่งของ B ซ่ึงสงัเกตจาก A  มีค่าเป็นศูนยใ์น
ขณะนั้น  จงหาความเร่งของ A และอตัราการเปล่ียนแปลงอตัราเร็วของ B  
ตอบ.  (  m/s  2   v  ,    m/s    2.83    a 2

B

2

A   ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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ข้อที ่3   รถไฟขบวนหน่ึง  เคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็วคงท่ี  60  mi/h  โดยท่ีรางรถไฟอยูเ่หนือถนนท่ีมีรถยนต์
อีกคนัหน่ึง  วิ่งมาดว้ยอตัราเร็ว  45  mi/h  ตามทิศทาง  ดงัแสดงในภาพ  ถา้ผูโ้ดยสารท่ีอยูใ่นรถยนตม์อง
ผูโ้ดยสารท่ีอยูบ่นรถไฟ  จงหาขนาดของความเร็วสัมพทัธ์  ( vT/A ) 
ตอบ.  [ m/s  j31.8  i2.28    vT/A


 ]   

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
 

ข้อที ่ 4 : ลูกบอลวิง่อยูใ่นร่องบนจานท่ีก าลงัหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม ω  =  6  rad/s  และมีความเร่ง
เชิงมุม  α  =  3  rad/s2   โดยในขณะท่ีลูกบอลน้ีห่างจากจุด O  เป็นระยะทางเท่ากบั  0.4  m   ลูกบอลน้ีมี
ความเร็วเท่ากบั  0.6  m/s  และมีความเร่งเท่ากบั  0.15  m/s2  ในทิศทางดงัแสดงในภาพ  จงหาความเร็ว
และความเร่งของลูกบอลน้ี 
ตอบ.  [ m/s  j2.4  i6.0    vC


 ]    และ   [ 2

C m/s   j8.4  i2.14a


 ]  

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  19/20 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่5   แผน่จานกลมรัศมี  0.15  m หมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี ( 2ω  = คงท่ี )    
ถา้ 1ω  = 2ω  =  3  rad/s       
 

 

 
จงหา     
ก)   ความเร็ว และความเร่งของจุด  D 
ตอบ.  m/s   k0.45    vD


 2

D m/s   i4.05    a


  
ข)   ความเร็ว และความเร่งของจุด  F 
ตอบ.  m/s   k1.5-    vF


 2

F m/s   i6.75-    a
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  115-117,124-125, 
  127-130,191,196 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  42-49 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  85-93,98-107 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 85-86,366-367 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 5 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 5 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 5 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
-  ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน  โดยการแสดงวิธีท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต : 
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สัปดาห์ที ่6 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  3  จลนพลศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 6  หนา้ท่ี 1/11 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          3.1  แรงและการเคล่ือนท่ี 
                           
จุดประสงค์การสอน 

 
3.1   เขา้ใจหลกัการของแรงและการเคล่ือนท่ีไดถู้กตอ้ง 

                                   3.1.1  อธิบายความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและการเคล่ือนท่ี 
                                   3.1.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน y-x  
                                   3.1.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน t-n  

 3.1.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาคในระบบแกน θ-r  
 3.1.5  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของแรงและการเคล่ือนท่ี    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



126 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  2/11 
เน้ือหา 

จลนพลศาสตร์ของอนุภาค 
        เม่ือระบบของแรงไม่สมดุลมากระท าต่ออนุภาค จะเป็นผลท าใหอ้นุภาคนั้น  เกิดความเร่งและมีการ
เปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี จลนศาสตร์ของอนุภาคจึงศึกษาความสัมพนัธ์ระหวา่งระบบของแรงไม่สมดุล
กบัการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ีอนัเป็นผลต่อเน่ือง กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองของนิวตนั ไดก้ล่าวถึง
ความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและความเร่ง  ดงัน้ี  คือ    a  α  F  
 

นัน่คือ    C,    
a

F
  ...................    

a

F
    

a

F

2

2

1

1  ( ค่าคงท่ี ) 

 
ค่าคงท่ีน้ีจะเป็นค่าท่ีแสดงคุณสมบติัอนัหน่ึงของอนุภาค  เรียกวา่ ค่าความเฉ่ือย(Inertia) ของอนุภาคใน
การตา้นทานการเปล่ียนแปลงความเร็ว  อนุภาคท่ีมีค่าความเฉ่ือยสูง ( ค่า C  มาก )    จะมีความเร่งนอ้ย
ส าหรับแรงกระท าอนัหน่ึง  ในทางกลบักนั  อนุภาคท่ีมีค่าความเฉ่ือยต ่า( ค่า  C  นอ้ย)  จะมีความเร่งมาก
ส าหรับแรงกระท าท่ีเท่ากนันั้น   
        มวล  m   เป็นปริมาณหน่ึงท่ีใชว้ดัค่าความเฉ่ือย  เขียนไดเ้ป็น  km   C    โดย  k  คือค่าคงท่ี 
ดงันั้น  kma    F   โดยทัว่ไปจะก าหนดค่า  k   =  1 จึงเขียนสมการในรูปของเวกเตอร์ได้
ดงัน้ี a m    F


  

 
ข้อสังเกต  เม่ือพิจารณาจากสมการ  a m    F


  จะไดว้า่ 

1.  ขนาดของแรงกระท า  F  จะเท่ากบัผลคูณของมวล  m   และขนาดความเร่ง  a  
2.  ทิศทางของ  F  และ a   จะมีทิศทางเดียวกนั 
 
ระบบของหน่วยท่ีใชค้่า  1 k     น้ีเรียกวา่  ระบบจลนศาสตร์ ( Kinetic  System )  ซ่ึงหน่วยของแรง  
มวล  และความเร่ง  จะข้ึนต่อกนั 
ในระบบ  SI  หน่วยของแรง  F  (Newton, N)  เป็นหน่วยอนุพนัธ์ท่ีก าหนดข้ึน  โดยใชก้ฎการเคล่ือนท่ี
ขอ้ท่ี  2  ของนิวตนั  คือหน่วยมูลฐานของมวล ( kg )  คูณกบัหน่วยของความเร่ง ( m/s2 )  ดงันั้นหน่วย
ของแรงคือ  N  =  kg.m/s2    ระบบน้ีจึงเรียกวา่  ระบบสัมบูรณ์ ( Absolute  System ) ทั้งน้ีเพราะหน่วย
ของแรงจะข้ึนอยูก่บัค่าสัมบูรณ์ของมวล 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  3/11 
เน้ือหา 

3.1  แรงและกำรเคล่ือนที่ 
          จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2 ของนวัตนักล่าววา่ “ถา้มีแรงลพัธ์ท่ีมีขนาดไม่เท่ากบัศูนยม์ากระท าต่อ
อนุภาค  จะท าใหอ้นุภาคนั้นเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งซ่ึงมีทิศเดียวกบัแรงลพัธ์ท่ีมากระท า  โดยขนาดของ
ความเร่งน้ีจะแปรผนัโดยตรงกบัขนาดของแรงลพัธ์ท่ีมากระท า  และแปรผกผนักบัมวลของอนุภาคนั้น” 
 

 
 

รูปท่ี 3.1  แสดงความสัมพนัธ์ตามสมการกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองของนิวตนั 
 
 

จากความสัมพนัธ์ดงัแสดงในภาพจึงเขียนสมการการเคล่ือนท่ีไดด้งัน้ี 
 

ma  F  
 

เม่ือ  F =   ผลรวมของแรงลพัธ์ท่ีมากระท า มีหน่วยเป็นนิวตนั (N ) 
     m  =   มวลของวตัถุท่ีถูกกระท า   มีหน่วยเป็นกิโลกรัม (kg) 
                   a   =   ความเร่ง   มีหน่วยเป็น เมตร/(วนิาที)2 (m/s2) 
 
ซ่ึงในการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชส้มการการเคล่ือนท่ีของวตัถุนั้นจะตอ้งพิจารณาตามลกัษณะของ
การเคล่ือนท่ีในแต่ละระบบการเคล่ือนท่ีดงัต่อไปน้ี  
 
 
 
 
 

(ก) ทิศทางของแรงที่กระท า (ข) แผนผงัวตัถอุิสระ (ค) คิเนเมติกส์ไดอะแกรม 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  4/11 
เน้ือหา 

1.  สมการการเคล่ือนทีใ่นระบบพกิดัฉาก x ,y,z  
          ถา้อนุภาคหน่ึงมีมวล m   ถูกกระท าดว้ยแรงใด ๆ  ท่ีอยูใ่นระบบพิกดั  x, y , z  สมการการ
เคล่ือนท่ีของมวล m น้ี จะหาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 
 

 
รูปท่ี  3.2  แสดงการเคล่ือนของอนุภาคในระบบพิกดัฉาก x , y , z 

 
 

)ka  ja  im(a    )kF  jF  iF( zyxzyx


  

 
เม่ือ   xx ma    F   

yy ma    F   

zz ma    F   
 

และจะหาขนาดของแรงลพัธ์ (F)  ไดจ้าก    2

z

2

y

2

x )(F  )(F  )(F    F   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  5/11 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่1  จากภาพถา้กล่อง A  มีมวล mA =  100  kg และกล่อง B มีมวล  300  kg  ถา้ไม่คิดแรงเสียด
ทานระหวา่งพื้นและผวิของกล่อง A  และไม่คิดน ้าหนกัของพูลเลย ์ จงหาอตัราเร่งของกล่องทั้งสอง 
และแรงตึงในเส้นเชือก 

 

วธีิท า 
จากความสัมพนัธ์ของการเคล่ือนท่ีแบบข้ึนต่อกนั
จะได ้

 2v    v    0    x2  x BABA    …(1) 
 a2     a    0    2a  a BABA   …(2) 

พิจารณากล่อง A  

AxAAX am    T  F     …(3) 
พิจารณากล่อง B 

ByBBBy am-     W-T  F    …(4) 
 

พิจารณาแรงตึงในเส้นเชือกจะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัน้ี 
  TB  =   2 TA           …(5) 
แทนค่าสมการท่ี (5) ลงในสมการท่ี (4) 
  2TA  -  mBg  =  -mBaB         …(6) 
และเน่ืองจาก                AA  =  2aB  =  2aBY 

ดงันั้นจากสมการท่ี (3)   จะได ้ TA = mA2aB                     …(7)    
แกส้มการท่ี (6) และ (7) จะได ้

    g)(
m  4m

2m
    a

BA

B
A


  และ            g)(

m  4m

m
    a

BA

B
B


 …(8) 

และจะได ้

   g)(
m  4m

m2m
    T

BA

BA
A


  และ            g)(

m  4m

m 4m
    T

BA

BA
B


 …(9) 

แทนค่า mA = 100 kg  และ mB =   300  kg  ลงในสมการท่ี (8)  และ (9)  จะได ้
 TA  =  (600/7) (9.81)    =  840.9  N 
 TB  = (1,200/7) (9.81)  =  1,682  N      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  6/11 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 2  ชายคนหน่ึงผลกักล่องซ่ึงมีมวล  60  kg. โดยทิศทางของแรงกระท ากบัระนาบ 30 องศา 
ถา้สัมประสิทธ์ความเสียดทานสถิตระวา่งพื้นและผวิสัมผสัของกล่อง 0.6    μ s   และสัมประสิทธ์
ความเสียดทานจลน์ระวา่งพื้นและผวิสัมผสัของกล่อง  0.3    μk     จงหาขนาดของความเร่งของกล่อง
ใบน้ี 
 
 
 
วธีิท า 
 พิจารณาในแนวแกน  x 

 ; 0    F)( x   Fcos 30 – 0.6 N   =  0     …(1) 

   F  =  
cos30

N6.0       …(2) 

พิจารณาในแนวแกน  y 
 ; 0    F)( y   N  - 60 (9.81)– F sin30  =  0    …(3) 
   N  =  60(9.81) + F sin 30     …(4) 
 
แทนค่า F  จากสมการท่ี (1)  ลงในสมการท่ี (4)   

ดงันั้น    N  =  60(9.81) + 30sin  
cos30

N6.0







  

    N  =  60(9.81)  +  0.3464 N 
    (1-0.3464 )N  =  60(9.81) 

    N   =  
6536.0

)81.9(60    =   900.55  N       ## 

แทนค่า  N  ลงในสมการท่ี 2  จะได ้

    F  =  
cos30

55.900  = 1,039.86  N 

 จากสมการการเคล่ือนท่ีในระบบพิกดัตั้งฉาก  xx ma  F   
 แทนค่า  xa (60)      )0.3(900.55 - 30) cos x (1,039   

 ดงันั้น  
2x

s

m
  10.49    a             ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  7/11 
เน้ือหา 

 
2.  สมการการเคล่ือนทีใ่นระบบสัมผสั-ตั้งฉาก ( n-t ) 
           ถา้อนุภาคมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ดงัแสดงในภาพ ในการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของอนุภาค
นั้นจะตอ้งพิจารณาแรงท่ีท่ีกระท าต่ออนุภาคนั้นออกเป็นสองส่วนคือ  แรงในแนวสัมผสักบัเส้นโคง้ 
(ทิศทางเดียวกนักบัการเคล่ือนท่ี) และแรงในแนวทิศทางตั้งฉากกบัทิศทางการเคล่ือนท่ีของอนุภาคนั้น 
(ทิศทางพุง่เขา้สู่จุดศูนยก์ลางของเส้นโคง้)  ซ่ึงจะใชส้มการในการวิเคราะห์การเคล่ือนท่ีดงัต่อไปน้ี 

 
 

รูปท่ี  3.3  แสดงการเคล่ือนของอนุภาคในระบบสัมผสั – ตั้งฉาก ( n – t ) 
 

)a  m(a  )uF  uF  uF( tnbbttnn   
 

เม่ือ  btn u,u,u   =  Unit  Vector 
  nn ma    F   

tt ma    F   
0    Fb   

 และ         

  
ρ

v
   a

2

n    =  2θρ    =  ความเร่งในแนวแกน n 

  
dt

dv
    a t    = ความเร่งในแนวแกน t 

และจะหาขนาดของแรงลพัธ์ (F)  ไดจ้าก    2

t

2

n )(F  )(F    F   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  8/11 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่ 3  กล่องใบหน่ึงดงัแสดงในภาพมีมวล  2  kg  ถูกส่งดว้ยสายพานคอนเวนเยอร์เขา้สู่ผวิโคง้
ราบเรียบดว้ยความเร็ว  1  m/s  ดงัแสดงในภาพ  โดยรัศมีของผวิโคง้เท่ากบั  0.5  m  จงหาขนาดของมุม
( θ ) ทนัทีท่ีกล่องใบน้ีหลุดจากผวิโคง้   

         
วธีิท า 
    จากสมการการเคล่ือนท่ีในระบบ  n – t 

 nn ma    F     -NB  + 19.62 cos θ    =   2
5.0

v 2

   …(1) 

tt ma    F      19.62 sin θ   =  2 ta     …(2) 
    ทนัทีท่ีกล่องหลุดจากผวิโคง้นัน่แสดงวา่ ( N  =   0  ) 
    และจากสมการ   ads    vdv   และ  θrd    ds    =  0.5 dθ  

     ดงันั้น                                           
0.5dθ

vdv
     a t                   …(3) 

    แทนค่าสมการท่ี (3)  ลงในสมการท่ี (2) 
    จะได ้  dθ θsin  4.905    vdv   

     ดงันั้น  dθθsin  4.905    vdv
1

θ

0

 

v

 

      θ

0

2

1

2

θ cos 4.905-    
2

v
  

     1  cosθ-1 9.81         v2      …(4) 
              แทนค่าท่ีในสมการท่ี (4)  ลงในสมการท่ี 2 

 จะได ้ 19.62 cos maxθ    =    1    )sθ1(81.9
5.0

2
max  co  

          cos maxθ     =   o 42.7     
86.58

24.43
      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  9/11 
เน้ือหา 

 
4.  สมการการเคล่ือนทีใ่นระบบพกิดัทรงกระบอก  
          ถา้อนุภาคใด ๆ มีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้บนระนาบหน่ึง ๆ ภายใตแ้รงกระท าดงัแสดงในภาพ  
ในการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบน้ีจะใชส้มการการเคล่ือนท่ีดงัต่อไปน้ี    

 

 
 

รูปท่ี 3.4  แสดงการเคล่ือนของอนุภาคในระบบพิกดัทรงกระบอก 
 

 
)ua  ua  um(a    )uΣF  uΣF  uΣF( zzθθrrzzθθrr   

 
 เม่ือ  zθr u,u,u   =  Unit  Vector 

rr ma    F   

θθ ma    F   

zz ma    F   
 และ   

  2

r θr - r    a   
  θr2 -  θr  aθ

  
และจะหาขนาดของแรงลพัธ์ (F)  ไดจ้าก    2

z

2

θ

2

r )(F  )(F  )(F    F   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  10/11 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่4  ลูกกล้ิง  P  มีมวล  2  kg.  เคล่ือนท่ีในร่องท่ีมีผวิราบเรียบดงัแสดงในภาพ  ถา้ความเร็ว
เชิงมุมของแขน OC  มีค่าเท่ากบั  0.5  rad/s  จงหาขนาดของแรงท่ีกระท าต่อแขน OC เม่ือมุม  θ  = 600   

                          
วธีิท า 
จากสมการการเคล่ือนท่ีในระบบพิกดัทรงกระบอก 
 

rr ma    F     19.62 sin θ - NC sin θ              =  2 ra   …(1) 

θθ ma    F     19.62 cos θ + FP  -  NC cos θ   =  2 θa   …(2) 
 
และจากภาพจะได ้ r  =  0.4/sin θ    =  0.4 csc θ     …(3) 
ดงันั้น   r =  -0.2 csc θ cot θ      …(4) 
   r  =  0.1 csc θ (cot2

θ  + csc2
θ )    …(5) 

และจาก    θ  =  0.5      …(6) 
ดงันั้น   θ  =  0        …(7) 
 
จากการแทนค่า  จะได ้     r  =  0.462  ,  r  =  -0.133 , r  =  0.192 
ดงันั้น    ra  =  0.192 – 0.462(0.5)2   =  0.0770 
   θa  =  0 + 2(-0.133)(0.5)    =  -0.133 
แทนค่า ra  และ θa   ลงในสมการท่ี (1)  และ (2) 
จะได ้   NC  =  19.4  N  และ  FP   =  -0.356  N                         ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  11/15 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่ 1  ชายคนหน่ึงมีมวล  kg  75  ยนือยูบ่นเคร่ืองชัง่สปริงในลิฟต ์ ในช่วง  3  วนิาทีแรกของการ
เคล่ือนท่ีจากจุดหยดุน่ิง  ความตึงในสายเคเบิ้ลเท่ากบั    N  8,300 จงอ่านค่า R  ซ่ึงอ่านไดจ้ากหนา้ปัด
ของเคร่ืองชัง่ในช่วงเวลาดงักล่าว  และความเร็วของลิฟต ์ เม่ือส้ินสุดวนิาทีท่ี 3  ก าหนดใหม้วลของลิฟต ์ 
ชายคนดงักล่าวและเคร่ืองชัง่รวมกนัเท่ากบั  kg   750  
ตอบ.  N  830    R   m/s 3.77     v,   
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ข้อที ่ 2  รถกระเชา้มวล  kg  200  เคล่ือนท่ีไปตามสายเคเบิ้ลดว้ยแรงดึง kN  2.4  T   จงหาความเร่ง
ของกระเชา้และแรงดึง P   ท่ีสายเคเบิ้ลกระท าต่อลอ้เล่ือน 
ตอบ. 2m/s   7.30   a  kN   2.73    P,   
 
 
 
 
 
ข้อที ่ 3 : ลูกตุม้คอนกรีต A  มวล kg  125   ถูกปล่อยจากต าแหน่งหยดุน่ิงดงัรูป  ดึงท่อนซุงมวล  

kg  200  เคล่ือนท่ีข้ึนตามแนวพื้นเอียง  o30   สัมประสิทธ์ิความเสียดทานจลน์ระหวา่งท่อนซุงกบัพื้น
เอียงเท่ากบั  0.5  จงหาความเร็วของท่อนซุงขณะท่ีลูกตุม้กระทบพื้นท่ี B  
ตอบ.  m/s  4.62    vA   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  12/15 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที่ 4 : Collar  มวล  m  เล่ือนไปตามเพลาในแนวด่ิงดว้ยแรงกระท า  F   ซ่ึงมีขนาดคงท่ี แต่มีการ
เปล่ียนแปลงทิศทาง  ถา้  kt  θ   โดย  k   เป็นค่าคงท่ี  และ Collar  เร่ิมเคล่ือนท่ีจากจุดหยดุน่ิง  0  θ   

จงหาขนาดของแรง  F   ท่ีจะท าให ้ Collar หยดุน่ิงเม่ือ  
2

π
  θ     

ตอบ.  
2k

mgπ
    F   

 
 
 
 
 
 
ข้อที ่5  :   จงหาความเร่งในแนวด่ิงของมวล  kg  150 ทั้งสองกรณี  เม่ือไม่คิดความเสียดทานของมวล
และรอก 
ตอบ.  (ก) 2m/s  1.40    a  (ข) 2m/s  3.27    a   
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่ 6 :  อนุภาคมวล  kg  3   เคล่ือนท่ีในแนวราบตามแนวแกน y   ดว้ยความเร็ว  m/s  4   เม่ือถูก
กระท าดว้ยแรงลพัธ์  2

y 2t  5    F    เม่ือ t มีหน่วยเป็นวินาที จงหาความเร็วของอนุภาคเม่ือ   s 3 t    
ตอบ.  m/s  15          v   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  13/15 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่7  :   สัมประสิทธ์ิความเสียดทาน  ระหวา่งพื้นรถกบัห่อของเท่ากบั  0.30   จงหาระยะทางท่ีนอ้ย
สุด  s   ท่ีจะหยดุรถบรรทุก  จากอตัราเร็ว  km/h  70   ดว้ยความหน่วงคงท่ี  โดยไม่ท าใหห่้อของไถล
ไปขา้งหนา้ 
ตอบ.  m  64.2    s   
 
 
 
 
 
ข้อที ่ 8 : วตัถุช้ินเล็ก ๆ ถูกส่งจากสายพาน A  ซ่ึงเคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็ว m/s 0.4  v1  ผา่นพื้นเอียงยาว 

m  2 ถา้สายพาน B  มีอตัราเร็ว m/s 1  v2   และวตัถุเคล่ือนท่ีจากพื้นเอียงสู่สายพาน B โดยไม่เกิดการ
ไถล  จงหาสัมประสิทธ์ิความเสียดทาน  μ   ระหวา่งวตัถุและพื้นเอียง 
ตอบ. 0.553  μ           
 
 
 
 
 
ข้อที ่ 9 :คานและกลไกเคร่ืองกวา้นมีมวลรวมเท่ากบั kg  1,200  มีจุดศูนยก์ลางมวลท่ี G  ถา้ความเร่ง
เร่ิมตน้  ของจุด P    บนสายเคเบิ้ลมีค่า  2m/s  6    a   จงหาแรงปฏิกิริยาท่ีฐานรองรับ  A  
ตอบ.    kN  19.986   FA   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  14/15 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่10 :  จงหาอตัราเร็วในการหมุน   N   เพื่อใหแ้ขนของเคร่ืองเล่นกางออกเป็นมุม  o60  เม่ือไม่คิด
มวลของแขนและถือวา่  วตัถุเป็นอนุภาค 
ตอบ.  rev/min  10.65     N    
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่11 : ตวัเล่ือนเล็ก ๆ  เคล่ือนท่ีไดอิ้สระ  ไปตามราวโคง้วงกลม  AB  โดยไม่มีความเสียดทาน  ถา้
ราวโคง้น้ีหมุนรอบแกนด่ิง  OA  ดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี  θ   จงหามุม  β  ส าหรับต าแหน่งเสถียรของ
ตวัเล่ือน 

ตอบ.  
2

1-

θr 

g
 cos      β


  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่12  :  อนุภาคมวล  kg  2  เคล่ือนท่ีในแนวระดบัโดยมีพิกดัเชิงขั้วดงัสมการ  4 3t - 2tr 3   

และ  t  π
2

1
sin  2 θ    เม่ือ r   มีหน่วยเป็น m  และ  θ   มีหน่วยเป็น rad  และ t   มีหน่วยเป็น s   

จงหาแรงลพัธ์ในแนวระดบัท่ีกระท าต่ออนุภาคท่ีเวลา  s 2 t     
ตอบ.  N  348.7      F    
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  158-170 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี  77 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  123-140 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 126-127 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 106,116,128,138 

เอกสารประกอบ 

 
-  ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 6 
-  ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 6 
-  ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 6 
 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหผู้เ้รียนตอบค าถามแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต : 
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สัปดาห์ที ่7 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  3  จลนพลศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 7 เลขหนา้ 1/18 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          3.2 งานและพลงังาน 
                           
จุดประสงค์การสอน 

 
3.2   เขา้ใจหลกัการของงานและพลงังานไดถู้กตอ้ง 

3.2.1 อธิบายความหมายของงานและพลงังาน 
3.2.2 อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนของอนุภาคท่ีโดยใชส้มการงานและ 
         พลงังาน 
3.2.3 อธิบายหลกัความถาวรของพลงังาน 
3.2.4  อธิบายความหมายของก าลงังาน 
3.2.5  อธิบายความหมายของประสิทธิภาพทางกล 
3.2.6  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของงานและพลงังาน 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  2/18 
เน้ือหา 

 
3.2 งานและพลงังาน 
ในหวัขอ้ท่ีผา่นมา เราไดใ้ชก้ฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2   ของนิวตนั  a m    F


   หาความสัมพนัธ์ระหวา่ง

แรงท่ีกระท าต่ออนุภาคและของความเร่งท่ีเกิดข้ึน  ความสัมพนัธ์ดงักล่าว จะเป็นความสัมพนัธ์  ณ.  ท่ี
ขณะเวลาใดเวลาหน่ึง  ถา้ตอ้งการทราบการเปล่ียนแปลงของความเร็วและการขจดัของอนุภาคในช่วง
ของการเคล่ือนท่ีใด ๆ  เราสามารถหาได้จากการอินทิเกรทสมการการเคล่ือนท่ีเทียบกบัเส้นทางการ
เคล่ือนท่ี (การขจดั)  หรือเทียบกบัเวลา กล่าวคือ  เราจะพิจารณาแรงลพัธ์  F


   ซ่ึงกระท าต่อเน่ือง  จะ

ได้สมการของงานและพลงังาน  ถา้เราอินทิเกรทแรงลพัธ์นั้นเทียบกบัเวลา  เราก็จะไดส้มการของอิม
พลัส์และโมเมนตมั   
 
งาน (work)   
ก่อนอ่ืน  เราจะพิจารณาถึงงานท่ีเกิดข้ึนในระบบเม่ือมีการเคล่ือนท่ี  ซ่ึงสามารถแบ่งออกเป็น  2  ชนิด  
คือ  งานของแรง  และงานของโมเมนต์ 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.5   แสดงลกัษณะของการเกิดงาน 
 

งานของแรง : พิจารณาอนุภาคมวล  m  ซ่ึงเคล่ือนท่ีไปตามแนวเส้นประ  F

  คือแรงลพัธ์ท่ีกระท าต่อ

อนุภาค  r
   คือ  เวกเตอร์ทางต าแหน่งของอนุภาค  rd

   คือ  การขจดัของอนุภาคเน่ืองจากแรง  F

  

ในช่วงเวลาการเคล่ือนท่ี   td  ดงันั้น  งานเน่ืองจากแรง F

  (โดยใช ้Dot  Product )  คือ    rd   F  du  


  

หรืออาจหาไดโ้ดยใชข้นาดของแรงคูณระยะการเคล่ือนท่ีตามแนวแรง คือ  
                               

ds α) cos (F    s d F    r d  F    du  tt 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  3/18 
เน้ือหา 

 
ในท่ีน้ี  งานเน่ืองจากแรงยอ่ย  nF   เป็นศูนย ์  เพราะอนุภาคไม่มีการเคล่ือนท่ีในแนวแรง  nF   การ
พิจารณางานบวกและงานลบ  ใหพ้ิจารณาดงัน้ี 
     1.    ถา้ใชส้มการ    rd   F  du  


  เคร่ืองหมายของงานจะเป็นไปตามผลของ  Dot  Product 

     2. ถา้ไม่ใชส้มการ   rd   F  du  


 งานจะเป็นงานบวกเม่ืออนุภาคเคล่ือนท่ีไปในทิศทางเดียวกนักบั
ทิศทางของแรง  และงานจะเป็นงานลบเม่ืออนุภาคเคล่ือนท่ีไปในทิศตรงกนัขา้มกบัทิศทางของแรง 
 
งานท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากแรง F  ในช่วงการเคล่ือนท่ีจากจุดท่ี 1  ไปยงัจุดท่ี 2  คือ 
 

                     
2

1

t

t

t s dF      rd . F  u    d    U


 

   
ในระบบ  SI  Unit  งานมีหน่วยเป็น  Joule ( J )  ท่ีเป็นเช่นน้ีก็เพราะเพื่อไม่ใหเ้กิดความสับสนระหวา่ง
หน่วยของโมเมนต ์ ซ่ึงมีหน่วยเป็น ( N. m )   
 
งานของโมเมนต์ :  พิจารณาจากรูปต่อไปน้ี  โมเมนตแ์รงคู่ควบ  M  เกิดจากแรงคู่ควบขนาด  F  กระท า
ในแนวแกน x  ห่างกนัเป็นระยะ  2r  ท าใหจ้านกลมหมุนไปเป็นมุม   dθ   รอบแกน  a - a    
      
        zyx θ dk     θ d j    θ d i    θd 


 

 
จะเห็นไดว้า่  แรง  F  ไม่ไดท้  าใหเ้กิดงานในส่วนของการหมุน  xθ d และ yθ d  แต่จะเกิดงานในส่วน
การหมุนของ  zθ d   นัน่คือ  
 
          zz θ d  M      θ dr   F 2  du    

          θ d . M   du  


          
              )dθMdθMdθ(M u    d    U zzyyxx  
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งานและพลงังานจลน์ ( Work and  Kinetic  Energy ) 
 จากสมการ 
                  r d . a m     r d . F    U


 

แต่    
        s d a      r d . a t

   และ       vdv   s d a t   
เม่ือ  
        ta   คือ  ความเร่งในแนวสัมผสักบัทางเดิน  
        s d คือ  ขนาดของ  r d

  
 
(เน่ืองจากความเร็วของอนุภาคจะอยูใ่นแนวสัมผสักบัทางเดินเสมอ  ดงันั้น    v  v t   ) 
ดงันั้น 

        )  v-  (v m 
2

1
        U  2

1

2

2  

ก าหนดใหพ้ลงังานจลน์ ( Kinetic  Energy , KE ) ของอนุภาค  คือ  

                    vm 
2

1
    T    2  

ดงันั้น      T        U   
 
กล่าวคือ  “งานทั้งหมดซ่ึงเกิดจากแรงภายนอกท่ีกระท าต่ออนุภาค  ในช่วงการเคล่ือนท่ีใด ๆ  จะเท่ากบั
การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ของอนุภาคในช่วงการเคล่ือนท่ีนั้น”  
 
ข้อดีของการใช้สมการงานและพลงังานจลน์ ในการแกปั้ญหาคือ   
1. การหาความเร็วของอนุภาคท่ีขณะใดขณะหน่ึงของการเคล่ือนท่ี  เราไม่จ  าเป็นตอ้งทราบค่าความเร่ง
ของอนุภาคในช่วงการเคล่ือนท่ีนั้น   
2. ปริมาณในสมการของงานและพลงังานเป็นปริมาณสเกลาร์ซ่ึงสามารถบวกลบกนัตามเคร่ืองหมายได้
โดยตรง 
3.  แรงท่ีน ามาเก่ียวขอ้งกบัการค านวณ  จะใชเ้ฉพาะแรงท่ีท าใหเ้กิดงาน (ซ่ึงเรียกวา่  Active  Force) 
เท่านั้น แรงอ่ืน ๆ ท่ีไม่ท าใหเ้กิดงานเราจึงไม่จ  าเป็นตอ้งทราบค่า 
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พลงังานศักย์ ( Potential  Energy ) 
พลงังานศกัย ์แบ่งออกไดเ้ป็น  2  อยา่ง  คือ 
1.  พลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง ( Gravitational  Potential  Energy , gV ) 
2.  พลงังานศกัยย์ดืหยุน่ (  Elastic  Potential  Energy , eV  ) 
พลงังานศักย์โน้มถ่วง ( Gravitational  Potential  Energy , gV ) 
 

 
 

 
 
 
 

รูปท่ี  3.6  ทิศทางการเคล่ือนท่ีของอนุภาค 
ในกรณีของการเคล่ือนท่ี  ซ่ึงเกิดข้ึนใกลก้บัผวิโลก  ค่า  g   ถือวา่มีค่าคงท่ี  ดงันั้น  อนุภาคมวล m  จะมี
แรงเน่ืองจากความโนม้ถ่วง  คือ  F  =  W  =  mg   ถา้ก าหนดใหอ้นุภาคท่ีต าแหน่ง  A  อยูใ่นระดบัท่ีมี
ค่า 

gV   =  0 ( Datum )  เม่ืออนุภาคเคล่ือนท่ีไปยงัต าแหน่ง  B  ซ่ึงอยูสู่งข้ึนไปเป็นระยะ  h  งานท่ีเกิดจาก
แรง  W คือ h g m-    UW   และอนุภาคท่ีต าแหน่ง  B  จะมีพลงังานศกัยเ์พิ่มข้ึนเป็น  h g m    Vg   
และการเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  h g m      0  -h   g m    Vg    เห็นไดว้า่ gV   และ 

WU   จะมีขนาดเท่ากนัแต่มีเคร่ืองหมายตรงกนัขา้ม 
นัน่คือ   
              gW V-    U     หรือ      gW V-    dU  
 
ดงันั้น ถา้อนุภาคเคล่ือนท่ีจากต าแหน่งสูงจาก Datum  เป็นระยะ   1h   ไปยงัต าแหน่งสูงจาก  Datum  
เป็นระยะ  2h  จะได ้
              h g m-    )h - (h g m-  ΔV-    U 12gW   
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        ในกรณีท่ีมีการเปล่ียนแปลงระดบัความสูงจากผวิโลกมาแรงเน่ืองจากแรงดึงดูดของโลก   

คือ  
2

2

2

o

r

R
 mg    

r

m m
k     W    F      จะมีค่าไม่คงท่ี  โดย  g   คือค่าความโนม้ถ่วงท่ีผวิโลกมีค่า

เท่ากบั  9.81 
2s

m    

 
งานท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากแรงความโนม้ถ่วง  W  เม่ืออนุภาคเคล่ือนท่ีจากระยะ  r   ไปยงั  r  ( r  r   ) 
คือ 

                 )
r

1

r

1
(R mg-    

dt

dr
 R mg-    U 2

r

r

2


 



 

นัน่คือ                  

                 )
r

1

r

1
(R mg     U 2 


  

 
และจากสมการ       gV-    U   
 

         )VV(-    )
r

1

r

1
(R mg gg

2 


 

โดยทัว่ไปจะก าหนดให ้  Datum  ซ่ึงมีค่า  0    Vg    อยูท่ี่ต  าแหน่ง       r   ดงันั้นท่ีระยะห่างจากจุด

ศูนยก์ลางของโลกเป็นระยะ r   อนุภาคจะมีพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง     
r

R
 mg-    V

2

g   

ดงันั้น  ในกรณีท่ีเราคิดงานของแรงเน่ืองจากความโนม้ถ่วง  W  ของอนุภาคในรูปของพลงังานศกัยโ์นม้
ถ่วง  gV    จะไดว้า่ 
 
         gV    T    U   
 
เม่ือ   U     คือ  งานทั้งหมดเน่ืองจากแรงภายนอก (ยกเวน้แรงความโนม้ถ่วง W) 
        T   คือ   การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ 
       gV   คือ  การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง 
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พลงังานศักย์ยืดหยุ่น(  Elastic  Potential  Energy , eV  ) 

 
รูปท่ี 3.7   การเกิดพลงังานศกัยย์ดืหยุน่ 

ในระบบท่ีมีช้ินส่วนยดืหยุน่ (  Elastic  Member ) เช่น  Linear  Elastic  Spring  ระยะการยดืหรือหดของ
สปริง  จะข้ึนอยูก่บัค่า  Spring  Constant, k และแรงท่ีจะท าใหส้ปริงยดืหรือหดจากความยาวปกติเป็น
ระยะ  x  คือ  F = kx 
แรงท่ีสปริงกระท าต่อระบบ (มวล)  คือ  kx    Fs   และงานท่ีเกิดข้ึนในการยดืสปริงจากระยะ  1x  เป็น 

2x  คือ 

          )x(xk  
2

1
-    dxkx -   dx    F-    U 2

1

2

2

x

x

x

x

Ss

2

1

2

1

   

งานน้ีจะถูกสะสมเป็นพลงังานอยูใ่นสปริง เรียกวา่พลงังานศกัยย์ดืหยุน่ 2

e kx
2

1
    V    การเปล่ียนแปลง

พลงังานศกัยย์ดืหยุน่ของการเคล่ือนท่ีน้ี  คือ    ) x-  (xk 
2

1
    V 2

1

2

2e    นัน่คือ es V-      U   

ดงันั้น  ในกรณีท่ีเราคิดงานของแรงเน่ืองจากสปริง (หรือวตัถุยดืหยุน่ )  ท่ีกระท าต่ออนุภาคหรือระบบ
ในรูปของพลงังานศกัยย์ดืหยุน่  eV   จะไดว้า่ 
               eg V    V    T    U   
เม่ือ    

 U        คือ  งานเน่ืองจากแรงภายนอกทั้งหมด  ยกเวน้แรงความโนม้ถ่วงและแรงเน่ืองจากสปริง 
T      คือ   การเปล่ียนแปลงของพลงังานจลน์ 

gV    คือ  การเปล่ียนแปลงของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง 

eV    คือ  การเปล่ียนแปลงของพลงังานศกัยย์ดืหยุน่ 
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ข้อแนะน า 
ในการแกปั้ญหาโดยใชส้มการของงานและพลงังาน  ควรใชส้มการ  eg V    V    T    U    เป็น
หลกั  จะสะดวกกวา่  ทั้งน้ีเพื่อหลีกเล่ียงความสับสนระหวา่งงานเน่ืองจากแรงความโนม้ถ่วงกบัพลงังาน
ศกัยโ์นม้ถ่วง  และงานเน่ืองจากแรงของช้ินส่วนท่ียดืหยุน่กบัพลงังานศกัยย์ดืหยุน่  กล่าวคือถา้ใช้
สมการ   T    U  แรงความโนม้ถ่วงและแรงของช้ินส่วนยดืหยุน่จะตอ้งคิดในรูปงาน   
 
ถา้ใชส้มการ  gV    T    U    แรงของช้ินส่วนท่ียดืหยุน่ยงัคงคิดในรูปของงาน  แต่แรงความโนม้
ถ่วงจะคิดในรูปของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  ดงันั้นเราจึงควรใชส้มการ  eg V    V    T    U    ใน
การแกปั้ญหา    แรงความโนม้ถ่วงและแรงของช้ินส่วนท่ียดืหยุน่  จะคิดในรูปของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  
และพลงังานศกัยย์ดืหยุน่ตามล าดบั  การหาค่าการเปล่ียนแปลงของพลงังานศกัยเ์ม่ืออนุภาคหรือระบบ
เคล่ือนท่ีจากต าแหน่ง 1  ไปยงัต าแหน่งท่ี 2  มีหลกัง่าย ๆ  ดงัน้ี 
 
ขนาดของการเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง   gV    คือ 
  gV   =  น ้าหนกัของอนุภาคหรือระบบ ( mg )  คูณระยะห่างในแนวด่ิงของต าแหน่งท่ี 1 และต าแหน่ง 
                  ท่ี 2  ( h ) 

 gV   =  h mg      
โดย   

h mg    Vg   เม่ืออนุภาคหรือระบบเคล่ือนท่ีจากต าแหน่งท่ี 1 ไปยงัต าแหน่งท่ี 2  
                ซ่ึงอยูสู่งกวา่ 
 
และ  h mg    Vg  เม่ืออนุภาคหรือระบบเคล่ือนท่ีจากต าแหน่งท่ี 1 ไปยงัต าแหน่งท่ี 2  
                ซ่ึงอยูต่  ่ากวา่ 

1x   คือ  ระยะยดืหรือหดของสปริงจากความยาวปกติ  เม่ืออนุภาคหรือระบบอยูท่ี่ต  าแหน่งท่ี 1 

2x   คือ  ระยะยดืหรือหดของสปริงจากความยาวปกติ  เม่ืออนุภาคหรือระบบอยูท่ี่ต  าแหน่งท่ี 2 

โดยมีขอ้สังเกตวา่  ) x-  (xk 
2

1
    V 2

1

2

2e    หรือ  2

e kx
2

1
    V    จะใชไ้ดเ้ฉพาะในกรณีท่ีช้ินส่วน

ยดืหยุน่  เป็น Linear  Elastic  Spring  ซ่ึง  k x    F    เท่านั้น 
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หลกัความถาวรของพลงังาน  (  Conservation  of  Energy ) 
พิจารณาจากสมการต่อไปน้ี 
 
                 E    V    V    T    U eg     
 
ในกรณีท่ีไม่เกิดงานเน่ืองจากแรงภายนอกท่ีกระท าต่ออนุภาค , 0    U    นัน่คือ 
                0    E    V    V    T eg   
หรือ 
               Constant    V    V    T    E eg   
 
ก าลงั ( Power ) 

ก าลงั ( Power ) คือ ปริมาณงานต่อหน่ึงหน่วยเวลา  มีหน่วยเป็น  (watt)  W   
s

N.m
    

s

J
 โดยเขียน

ใหอ้ยูใ่นรูปของสมการไดด้งัน้ี   

          v . F        
dt

rd
.F      

dt

dU
    P


  

หรือ 

         ω . M        
dt

θd
.M      

dt

dU
    P





  

 
ประสิทธิภาพทางกล ( Mechanical  Efficiency , me ) 

         
input

output

m
P

P
    e   

 
เม่ือรวมประสิทธิภาพการสูญเสียทางไฟฟ้า (Electrical  Efficiency , ee ) และประสิทธิภาพของการ
สูญเสียทางเทอร์มอล ( Thermal Efficiency , te ) เขา้ไปดว้ย  เราจะไดป้ระสิทธิภาพทั้งหมดขอระบบ  
คือ   
                tem e e e    e ,  Efficiency  Overall   
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ตัวอย่างที ่1 ปลอกเล่ือน A มีมวล 3 kg  สวมอยูใ่นแกนโคง้ท่ีมีรัศมีความโคง้เท่ากบั  0.8  m  และถูกต่อ
เขา้กบัสปริงดงัแสดงในภาพ  ถา้สปริงมีความยาวปกติ  l0  =  0.4 m   และมีค่านิจสปริง     k = 200 N/m    
จงหาความเร็วของปลอกเล่ือน A เม่ือเคล่ือนท่ีมาถึงต าแหน่ง B (ไม่คิดแรงเสียดทานระหวา่งปลอกเล่ือน 
A กบัแกนโคง้)  
 

 

วธีิท า 
พิจารณาท่ีจุด A      
TA  =   (1/2) mVA

2 
 Vg  =   mgR 
 Ve    =  (1/2) k ( R - l0 ) 
พิจารณาท่ีจุด B     
TB    =  (1/2)mVB

2 

Vg    =  mg ( 0 )   =  0 
 Ve    =  (1/2) k 22

0

22 )  -      R( ll  
 

แทนค่าลงในสมการ 
   eg v  v  T    0   
จะได ้

    2

0

2222

B ) - R()Rk )
2

1
 (  mgR) - 0 (  0) - mv

2

1
lll   

   2

0

222

0

2

B ) -    R( - ) - (R )
m

k
(  2gR  v lll   

        = 2(9.81)(0.8) + (200/3)[(0.4)2 – (0.6)2]  =  2.36   m 
 
ดงันั้นความเร็วของปลอกเล่ือน A  เม่ือเคล่ือนท่ีมาถึงต าแหน่ง  B  ปลอกเล่ือน A  จะมีความเร็วเท่ากบั     
VA  =  1.54  m/s                                                                      ตอบ 
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เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที่ 2   กล่อง A  มีมวล  30 kg เล่ือนไถลลงมาตามทางโค้งในระนาบด่ิงดังรูป ถ้ากล่อง A มี
ความเร็ว m/s 1.2 เม่ือไถลลงมาตามแนวพื้นเอียงถึงจุด  A และมีความเร็ว m/s 6 ท่ีจุด B จงค านวณหา
งาน fU  ท่ีกระท ากบักล่อง A โดยความเสียดทานระหวา่งการเคล่ือนท่ีจาก  A ถึง B 
 
 
 
 
 
 
 
 
      วธีิท า 
    จาก     U    =    T 
  แทนค่า        30 (9.81) 3 + fU        =   2

1  (30) [62 - (1.2)2] 

        fU     =    518 – 883 J 
                =    - 365 J  ตอบ 
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เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที่ 3 ปล่อยทรงกระบอก 50 kg จากสภาพอยู่น่ิงในต าแหน่งท่ีสปริงอยู่ภายใตแ้รงดึง  45  N จง
ค านวณหาความเร็วของทรงกระบอกหลงัจากท่ีตกลงมา 150  mm และจงหาการขจดั   ท่ีลงมามากท่ีสุด
ของทรงกระบอก ไม่ตอ้งคิดมวลของรอกต่างๆ 
 
วธีิท ำ 
               F    =    kx    =    450 x 
   เม่ือ      F    =    45N,    x  =  45/450  =  0.1  m 
   จาก     U   =   T 
   แทนค่า  

     -  
2

1

y
y 12  ) y- (9.81)(y 50 dy  F 2  =    2

1  (50) (v2- 0) 

   ท่ี    y1  =  2
1.0   =  0.05  m  และ    y2  =  0.150 + 0.50  =  0.20   m 

  ซ่ึง       2F   =  2(450) (2y) 

ดงันั้น     - 4 (450) 
20.0

05.0

2

2
y

  + 50 (9.81)(0.15)  =  2

v50 2
 

                                                -33.75 + 73.58    =    25 v2 

                        v2  =    1.593 

                           v   =    1.262   m/s                                         ตอบ 

             =  ymax – y1 เม่ือ   T  =  0 และ  U  =  0 

                ดงันั้น -2 (450)  05.0
05.0

2y


+ 50 (9.81) =    0 

   -900 [( + 0.05)2 – (0.05)2 ] + 50 (9.81) =    0 

             -900 [ 2 + 0.1]+ 490.5    =    0 

                  =    0 , 0.455   m 
                   นัน่คือ                           =  445   mm    ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 4  ส่วนก้านในแนวด่ิงของลูกสูบมวล 2 kg จะอยู่ในต าแหน่งเส้นประเม่ืออยู่น่ิงในสภาพ
สมดุลกบัสปริงท่ีมีความแขง็ตึง k =  1.6 kN/m  ปลายบนของสปริงเช่ือมติดกบัลูกสูบ ปลายล่างเช่ือมติด
กบัแผ่นฐาน ถา้ยกลูกสูบข้ึน 40  mm เหนือต าแหน่งสมดุลแลว้ปล่อยจากสภาพหยุดน่ิง จงค านวณหา
ความเร็ว v ขณะท่ีกระทบปุ่ม A ไม่ตอ้งคิดความเสียดทาน 
 

 
 
 
 

รูปภาพ 3.111 
     วธีิท ำ 

                                            ) x ( )13 x (1.6 k x    F 3  
     เม่ือ      x    =    ระยะยดืตวัของสปริง จากต าแหน่งของแรงศูนย ์

       2 (9.81)   =     1.6 (103) 0 x  

      0x     =    12.26 (10–3)  m 
             จาก T + gV  + eV     =    0 

                           gV    =   -2 (9.81)(40 +6)(10–3)    =    -0.9025 J 

                           eV    =   )xx(k2
1 2

1
2
2    =  2

1 (1.6 310 )[(0.01226 + 0.006)2 – (0.040 - 0.01266)2] 

                                      =    2
1 (1.6 310 )(0.3335 – 0.7694) 10–3    =    -0.3487  J 

  T    =    2
1  2 v2    =    v2 

 ดงันั้น   - 0.9025 – 0.3485  + 2v   =    0 

                        2v   =    1.251 
                                   v     =     1.119    m/s                                         ตอบ 
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ตัวอย่างที่ 5  กล่อง 4  kg มีความเร็ว 3 m/s ท่ี A เคล่ือนไถลลงตามแนวพื้นเอียง ถึงจุด B มีความเร็ว 2  
m/s  สปริงท่ียึดติดกบักล่องมีความแข็งตึง เท่ากบั 120 N/m โดยยืดออก 0.6 m ท่ี  A และ 1.0 m ท่ี B จง
ค านวณหางานท่ีกระท าโดยความเสียดทานระหวา่ง  A  กบั  B และ จงหาพลงังานท่ีสูญเสียไป 
 
 วธีิท ำ 
จาก U    =    T +  gV    +  eV  

              T    =    )32(42
1 22   =    -10   J 

            gV     =    4 (9.81)(-2 sin 30 )    =    -39.24  J 

             eV     =    2
1 (120) [(1.0)2 – (0.6)2]    =    38.40  J 

        U    =    -10 – 39.24 + 38.40    =   -10.84  J  (สูญเสีย)    ตอบ 
 
ตัวอย่างที่ 6  แคปซูลอวกาศเดินทางกลบัสู่โลกดว้ยความเร็วสัมบูรณ์ 7,100 km/h ท่ีจุด A ซ่ึงอยูห่่างจาก
จุดศูนย์กลางของโลก 16,000 km จงหาความเร็วสัมบูรณ์ของแคปซูลเม่ือถึงจุด B ซ่ึงอยู่ห่างจากจุด
ศูนยก์ลางโลก 7,200 km วถีิโคจรระหวา่งสองจุดน้ีอยูน่อกอิทธิพลของบรรยากาศโลก 
 

 
 
 

 
     วธีิท ำ 
  จาก T + gV     =    0 

   และ   gV     = - r
mgR2

 

 ดงันั้น   2
1 m 2

Bv[  -  (7,100)2]    = 9.81 (10–3)(3,600)2 m (6,370)2( 200,7
1 - 000,16

1 ) 

      2
1 2

Bv - 25.2 (106)    =    394(106)  

                              Bv     =    29,000    km/h              ตอบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 : ลูกปืนมวล g 60  วิง่ผา่นทะลุแผน่ไมห้นา mm  200  ถา้ลูกปืนเขา้กระทบแผน่ไมด้ว้ยความเร็ว  
m/s  600   และทะลุออกดว้ยความเร็ว  m/s  300   จงหาแรงเสียดทานเฉล่ียของแผน่ไม ้

ตอบ. kN  40.5    N   40,500    R   
 

 
 
 
 
ข้อที ่ 2. ลูกบอลถูกปล่อยจากต าแหน่ง A  ดว้ยความเร็ว m/s  2  ใหแ้กวง่ไปบนระนาบด่ิงท่ีจุดต ่าสุด 
เส้นเชือกจะกระทบหลกั B  และลูกบอลจะเคล่ือนท่ีไปตามแนวเส้นประ  จงหาความเร็ว Cv ของลูก
บอลท่ีต าแหน่ง C  
ตอบ.  m/s   2.63    vC   
 

 
 

 
 
 

ข้อที ่ 3.  ชายคนหน่ึงและจกัรยานมีมวลรวมกนัเท่ากบั   kg  90   จงหาก าลงั P ของชายคนน้ีในการข่ี
จกัรยานข้ึนทางลาด  %  5  ดว้ยอตัราเร็วคงท่ี  km/hr  30  
ตอบ.   W367.1     P   
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แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4 : มอเตอร์ A   ท่ีใชก้วา้นมวล  kg  100  จ  าวน  2  ช้ิน  ดงัรูป  ถา้มวลช้ินล่างถูกดึงข้ึนดว้ย
อตัราเร็วคงท่ี  m/s  0.5   และวตัตมิ์เตอร์  B   อ่านค่าได ้  kW  1.6   จงหาประสิทธิภาพรวมทางไฟฟ้า
และทางกลของระบบ 

ตอบ.  0.92    
1,600

1,471.5
    e   

 
 
 
 
 
ข้อที ่5 :  วตัถุมวล kg   10   เคล่ือนท่ีไดอิ้สระบนราววงกลม  ถา้วตัถุเร่ิมเคล่ือนท่ีจาก A โดยแรงกระท า
คงท่ี  N  250   บนสายเคเบิ้ล  จงหาความเร็วของ v   ของวตัถุ  เม่ือเคล่ือนท่ีผา่นต าแหน่ง  B  
ตอบ.  m/s  8.54    vc   
 

 
 
 
 
 
 
ข้อที ่6 :  ตวัเล่ือน  A   มีมวล  kg  10   เคล่ือนท่ีข้ึนไปตามรางโดยไม่มีความเสียดทาน  สปริงท่ียดึอยูมี่
ค่า  N/m  60  k     และยดือยูเ่ป็นระยะ  m  0.6  ท่ีต  าแหน่ง A   ซ่ึงตวัเล่ือนถูกปล่อยจากสภาวะหยดุ
น่ิง  แรงกระท า  N  250   มีค่าคงท่ีและไม่คิดแรงเสียดทานท่ีรอก  จงหาความเร็วของตวัเล่ือนขณะผา่น
จุด  C    
ตอบ. m/s  0.974    v   
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ข้อที ่7  :  ปลอก A   มีมวล  kg  7   เล่ือนข้ึนลงบนเพลาโดยไม่มีความเสียดทาน  ปลอกถูกปล่อยจาก
จุดหยดุน่ิงท่ีดา้นล่างของเพลา  ใหเ้คล่ือนท่ีข้ึนดว้ยแรง N 200  F   จงหาค่า  k   ของสปริงถา้ระยะกด
ของสปริงถูกจ ากดัใหเ้ท่ากบั  mm 75  โดยต าแหน่งของรอกเล็ก ๆ  นั้นคงท่ี 
ตอบ.   N/m  8,790  k    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่8 : ปลายของกา้นเจาะซ่ึงมีมวล  kg  2  จะอยูใ่นต าแหน่งเส้นประเม่ืออยูใ่นสภาวะสมดุลบนสปริง
ท่ีมีค่า kN/m  1.6 k    ปลายดา้นบนของสปริงเช่ือมติดกบักา้นเจาะและปลายดา้นล่างเช่ือมติดกบัแผน่
ฐาน  ถา้กา้นเจาะถูกดึงข้ึนเป็นระยะ  mm  40 เหนือต าแหน่งสมดุลแลว้ปล่อยจากสภาวะหยดุน่ิง  จงหา
ความเร็วของกา้นเจาะ  เม่ือกระทบกบัแป้น A  ก าหนดใหไ้ม่คิดความเสียดทานในระบบ 
ตอบ.  m/s    1.119    v   
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  206-209,215-238 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  74-79 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  161,181-182,152-153 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 153-169 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 181 

เอกสารประกอบ 

 
-  ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 7 
-  ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 7 
-  ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 7 
 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหผู้เ้รียนตอบค าถามแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  :  
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สัปดาห์ที ่8 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  3  จลนพลศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 8  เลขหนา้ 1/12 

 
 
ช่ือบทเรียน         
                          3.3  อิมพลัส์และโมเมนตมั 
 
จุดประสงค์การสอน 
 

3.3   เขา้ใจหลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมัไดถู้กตอ้ง 
                      3.3.1   อธิบายความหมายของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
                      3.3.2   อธิบายสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
                      3.3.3   อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
                      3.3.4   อธิบายสมการอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
                      3.3.5   อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงมุม 
                      3.3.6  ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
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3.3 อมิพลัส์และโมเมนตัม 
        หลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมันั้น  เป็นการพิจารณาผลของแรงกระท าท่ีมีต่อการเคล่ือนท่ีของ
อนุภาค  โดยยดึเอาช่วงเวลาท่ีแรงกระท าเป็นหลกั  
 1)  อิมพลัส์เชิงเส้นและโมเมนตมัเชิงเส้น 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.8  อิมพลัส์เชิงเส้นและโมเมนตมัเชิงเส้น 
อนุภาคมวล  m   เคล่ือนท่ีในระวางท่ี (Space )  ความเร็วของอนุภาค  คือ  r    v 

   ในทิศทางสัมผสักบั
ทางเดิน  แรงลพัธ์  F


   กระท าต่ออนุภาคท าใหเ้กิดความเร่ง  v   ในทิศทางเดียวกนั 

จากสมการ 
                                  F  =  vm   =  dt

d (mv) 
    หรือ           F  = G …………………………………………………………………….(1) 
    โดยท่ี           G  =  mv  =  โมเมนตมัเชิงเส้น (  Linear  momentum ) 
 
นัน่คือ  แรงท่ีกระท าต่ออนุภาค  จะเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงเส้นของอนุภาค หากจะ
เขียนแยกในแต่ละแนวยอ่ย  จะไดว้า่   
           xF  = xG  , yF  = yG  , zF  = zG ………………………..........………………(2) 
สมการส าหรับแต่ละแกนจะน าไปใชไ้ดโ้ดยอิสระต่อกนั 

จากสมการ (2)  ถา้ท าการอินทิเกรด  ในช่วงเวลา  t1  ถึง  t2  จะได ้สมการดงัต่อไปน้ี 

                    
2

1

t
t F dt    =    G2 – G1………………………………………………………(3) 

 
 
. 
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ผลคูณของแรงและเวลา เรียกว่า  อิมพลัส์เชิงเส้น  นั้นคือ  “อิมพลัส์เชิงเส้นรวมท่ีมีผลต่อมวล  m  จะ
เท่ากบัการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัเชิงเส้นของมวล  m ”  สมการท่ี  (3)  ส าหรับแต่ละแกนในระบบ
พิกดัฉาก  x – y – z  คือ 

                             
2

1

 t

 t
xFΣ dt    =    2x )mv( – 1x )mv(  

                             
2

1

 t

  t
yFΣ dt    =    2y )mv( – 1y )mv( …………………………………………(4)  

                             
2

1

  t

  t
zFΣ dt    =    2z )mv( – 1z )mv(  

 
 
ในกรณีท่ีแรงกระท ามีค่าเปล่ียนแปลงไปตามเวลา  
อิมพลัส์เชิงเส้นของแรงน้ีในช่วงเวลา  t1 ถึง  t2  คือ     


2

1

  t

  t
F dt   จะเท่ากบัพื้นท่ีใตก้ราฟ  F – t    ดงัรูป  

       
                          
 
2)  อมิพลัส์เชิงมุมและโมเมนตัมเชิงมุม 
         
 

 

 
 
 
 

 
รูปท่ี  3.9  อิมพลัส์เชิงมุมและโมเมนตมัเชิงมุม 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  4/12 
เน้ือหา 

 
อนุภาค  P  มวล  m  เคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ดงัรูปท่ี  3.9  อนุภาคท่ีมีเวกเตอร์ทางต าแหน่ง  r  เทียบกบัจุด  
O  คงท่ีของระบบพิกดัฉาก  x – y – z   และมีโมเมนตมัเชิงเส้นเป็น  mv  จะมีค่าโมเมนตมัเชิงมุมซ่ึงเป็น
ค่าโมเมนตข์องโมเมนตมัเชิงเส้นรอบจุด  O  คือ 
 
                           OH      =     mvr  ………………………………………………………(1) 

                                OH =    m

zyx vvv

zyx

kji

 

    ดงันั้น 
                             xH   =   m ( yv z – zv y )       
                             yH   =   m( zv x - xvz )      
                             zH   =   m( xv y  - yv x ) 
     
โมเมนตมัเชิงมุมมีหน่วย   N.m.s  มีทิศทางตามกฎมือขวา  เม่ือพิจารณาโมเมนตข์องแรงลพัธ์  F รอบ
จุด  O  จะได ้  
                             OM   =    r  F    =     r  mv 
และเม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของสมการ (1)  
                             OH     =    r    mv + r  vm      
    แต่    
                      r    mv    =     v  vm    =  0 
                              OH    =      r  vm  
    ดงันั้น 
                            OM     =    OH …………………………………………………………(2) 
   
สมการท่ี (2)  กล่าววา่  “โมเมนตร์วมรอบจุด  O  ของแรงทั้งหมดท่ีกระท าต่ออนุภาคมวล  m  จะเท่ากบั
อตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด  O  นั้น” 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  5/12 
เน้ือหา 

 
สมการท่ี (2) ส าหรับแต่ละแกนในระบบพิกดัฉาก  x – y – z  คือ 
 
                           OXM     =    

OXH   ,  OyM   =   OyH   ,  OZM    =    
OZH    …(3) 

 
เม่ือพิจารณาถึงช่วงระยะเวลาการกระท าของโมเมนตร์วมท่ีมีผลต่อโมเมนตมัเชิงมุมในช่วงเวลา t1 ถึง  t2    
จะได ้

                        
2

1

t

t
OdtM     =  O1O2 HH  …………………………………………..(4) 

เม่ือ    
                       O2H    =  22 mvr   
                           O1H     =  11 mvr   
 
ผลคูณของโมเมนตแ์ละเวลา  เรียกวา่  อิมพลัส์เชิงมุม  นั้นคือ  “อิมพลัส์เชิงมุมรวมรอบจุด  O  ท่ีมีต่อ
มวล  m  จะเท่ากบัการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด  O  ของมวล  m” 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  6/12 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่ำงที่ 1  เคร่ืองบินไอพ่นมวล 10  Mg บินตามแนวราบด้วยอัตราเร็วคงท่ี 1,000  km/h ภายใต้
แรงผลกัดันT ของเคร่ืองจกัรและแรงต้านทาน R ของอากาศในทิศตรงขา้ม นักบินจุดไฟเคร่ืองยนต์
จรวด 2 หัว ซ่ึงแต่ละหัวให้แรงผลักดัน 8  kN  เป็นเวลา 9 s ถ้าความเร็วของเคร่ืองบินขณะบินตาม
แนวราบเท่ากบั 1,050  km/h ท่ีปลายวินาทีท่ี 9 จงค านวณหาความตา้นทานของอากาศท่ีเพิ่มข้ึน  R 
เฉล่ียตามเวลาโดยไม่คิดมวลของเช้ือเพลิงจรวดเม่ือเทียบกบัเคร่ืองบิน 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า 
 

 
 

 
 

                                    จาก      dt F     =     mv 
    แทนค่า        (16,000 - R)    =    10,000 (1,050 – 1,000) /3.6   
                                                                        R     =    568   N                                          ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  7/12 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที่ 2  ยานลูนาร์มวล 200  kg ติดตั้งพร้อมจรวดถอยหลงัซ่ึงมีแรงผลกัดนัข้ึน (T) เท่ากบั 18 kN 
ในช่วงเวลา 10 s ถา้ยานลูนาร์อยูเ่หนือผิวดวงจนัทร์ 150  m และก าลงัลงจอดท่ีอตัรา 45  m/s จงหาเวลา  
t ท่ีใช้ลดอตัราลงจอดเหลือ 1.5  m/s เม่ือความเร่งเน่ืองจากแรงดึงดูดใกลผ้ิวดวงจนัทร์มีค่าเท่ากบั 1.62 

m/s2 
 

 
 
 
 
     วธีิท ำ 
   mg    =    200 (1.62)    =    324  N 
      T    =    18,000/10    =    1,800  N 
   จาก     dt Fy   =    mv 
          แทนค่า  (324 – 1,800) t    =    200 (1.5 – 45) 
                t    =    5.89  s                                                       ตอบ 
 
ตัวอย่างที่ 3 ระบบเบรคไฮดรอลิกส าหรับรถบรรทุกและรถพ่วงถูกติดตั้งให้เท่ากบัแรงเบรคส าหรับแต่
ละคนั ถา้เบรคสม ่าเสมอเป็นเวลา 5  s เพื่อหยุดจากอตัราเร็ว 30 km/h  ตามทางลาดลง 10 เปอร์เซ็นต ์จง
หาแรง  P ในขอ้ต่อระหวา่งรถพว่งกบัรถบรรทุกมวลของรถบรรทุก 10 Mg และมวลของรถพว่ง 7.5 Mg  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  8/12 
เน้ือหา 

 
วธีิท ำ 
 
 
 
 
 
 
 

                            =    tan– 1 0.1    =    71.5    
                                                        sin     =    0.0995 
                 จาก  dt Fx   =    xvm  

    [(10 + 7.5) 9.81 (103) (0.0995) – 2F]5    =    (10 + 7.5) (0 – 30/3.6) 103 

      10  F    =    231,200 
                    F    =    23,120   N 
          ท่ีรถพว่ง ,    จาก  dt Fx   =    xvm  

 [(7.5  9.81) 103 (0.0995) – 23,120 + P]5    =    7.5 (103) (-30 /3.6)  

                                                            5 P    =    16.52 (103) 

                    P    =    3.30 (103) 

                หรือ  P    =    3.30   kN                                         ตอบ 
 
 
 
 
 
 

 
. 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/12 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่3   
เสาเขม็อนัหน่ึง( P )  มีมวล  800 kg.  ถูกกระแทกโดยตุม้น ้าหนกั ( H ) ซ่ึงมีมวล  300  kg.  ในทิศทาง
แสดงในภาพ โดยระยะห่างระหวา่งตุม้น ้าหนกักบัเสาเขม็ก่อนท่ีจะเกิดการกระแทกเท่ากบั  0.5 m. และ
หลงัจากเกิดกระแทกระหวา่งตุม้น ้าหนกักบัเสาเขม็แลว้ปรากฏวา่ตุม้น ้าหนกัไม่มีการกระดอนข้ึน  

 

 
 

                  

วธีิท า 
1) จากสมการการอนุรักพลงังาน 
T0 + V0  =  T1  +  V1 

แทนค่า  

1H

2

1HH0H

2

0HH y W )v(m 
2

1
    y  W  )(vm

2

1
  

0 + 300(9.81 N)(0.5 m)  =  (1/2)(30 kg.)(VH)1
2 + 0 

ดงันั้น  1H )(V   =  3.13   m/s 
นัน่หมายความวา่ความเร็วของลูกตุม้ก่อนท่ีจะเกิดการ
กระแทกเท่ากบั  3.13  m/s   ตอบ 
1) หาความเร็วของลูกตุม้และเสาเขม็ซ่ึงมีการ
เคล่ือนท่ีไปพร้อมกนัหลงัการกระแทก 
นัน่คือ  (VH)2 = (VP)2  = (V)2 

2P2H1PP1HH Vm  Vm  )V(m  )V(m ) (   
แทนค่า 
(300 kg)(3.13 m/s) + 0 = (300 kg)(V2)+(800 kg)V2 
ดงันั้น  V2  = 0.854   m/s. 
2) หาขนาดของ  Impulse  จาก  

 2HH

t

t

y1HH )(Vm    dtF)V(m )(
2

1

   

แทนค่า 
(300 kg.)(3.13 m/s)  -  dt R =(300 kg)(0.8457 m/s) 
ดงันั้น   dt R     =   683  N.s    

                                                            ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  10/12 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 : อนุภาคมวล  kg  0.5   เคล่ือนท่ีในแนวระดบั  และมีความเร็ว  m/s  10 u   ในทิศทาง x  
ท่ีเวลา 0  t    แรง  

1F

  และ  

2F

  มากระท าต่ออนุภาค  โดยมีขนาดแปรผนัดงักราฟ  จงหาความเร็วของ

อนุภาคโดยมีขนาดแปรผนัดงักราฟ จงหาความเร็วของอนุภาคท่ีเวลา  s  3  t    
ตอบ.  m/s   10    86   v 22   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ข้อที ่ 2 : เรือล าหน่ึงมีมวล   tonsmetric 10 x 150 3 ถา้สายเคเบิ้ลท่ีผกูติดกบัเรือลากจูงมีความตึง   
kN 200  จงหาระยะเวลาท่ีเรือจะมีความเร็วเป็น  knot  1   จากสภาวะหยดุน่ิงสมมุติไม่คิดแรงเสียดทาน

อ่ืน ๆ  )km/hr  1.852  knot   1 (    
ตอบ.  min  6.84  t    
 
 
 
 

ข้อที ่3 : รถขนถ่ายมวลรวม kg  150   เคล่ือนท่ีลงตามพื้นเอียงดว้ยความเร็ว m/s  4 เม่ือมีแรง P  
มากระท าท่ีเวลา 0  t     แรง P  เพิ่มข้ึนอยา่งสม ่าเสมอจนถึง  N 600   ท่ีเวลา s 4  t    หลงัจากนั้นจะ
มีค่าคงท่ี  จงหาเวลา  1t   ท่ีรถขนถ่ายจะกลบัทิศทางการเคล่ือนท่ี  และความเร็วของรถขนถ่ายท่ีเวลา  

s 8  t     ก าหนดใหร้ถขนถ่ายเป็นอนุภาค 
ตอบ.  s  6.46   2.46  4  t    4   t   , m/s    4.76    v   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  11/12 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่ 4 :  ลูกปืนมวล kg  0.05  ความเร็ว m/s  600  เขา้กระทบวตัถุมวล kg  4  แลว้ฝังอยูภ่ายใน  ถา้
วตัถุเคล่ือนท่ีอยูบ่นระนาบระดบัผวิเรียบ  ดว้ยความเร็ว  m/s  12  ในทิศทางดงัรูป  ก่อนท่ีลูกปืนจะมา
กระทบ  จงหาความเร็ว v   ของวตัถุและลูกปืน  ท่ีเคล่ือนท่ีไปดว้ยกนัหลงัการกระทบ 

ตอบ.  o1- 52.41    
10.26

13.33
  tan  θ   

 
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่5  : ตุม้น ้าหนกัมวล  kg  400   ถูกปล่อยจากจุดหยดุน่ิงท่ีระยะ  m  1.2  ลงมากระทบเสาเขม็ซ่ึงมี
มวล  kg  250  ซ่ึงฝังอยูใ่นดินลึก  m  0.9 หลงัการกระทบ  ตุม้เหล็กจะเคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัเสาเขม็
โดยไม่กระดอนข้ึน  จงหาความเร็ว v   ของเสาเขม็และตุม้น ้ าหนกัทนัทีหลงัการกระทบ 
ตอบ.  m/s  2.98   v   
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  239-268 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  91-94 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  197 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 163-193,200-209 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 227 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 8 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 8 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 8 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหผู้เ้รียนตอบค าถามแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  :  
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สัปดาห์ที ่9 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ   

 
 
 
 
 
 
 

สอบกลางภาคเรียน 
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สัปดาห์ที ่10 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  3  จลนพลศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 10 เลขหนา้ 1/17 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          3.4  การกระทบ   
                           
จุดประสงค์การสอน 
 

                        3.4  เขา้ใจหลกัการของการกระทบไดถู้กตอ้ง 
                       3.4.1  อธิบายความหมายของการกระทบ 
                       3.4.2  อธิบายลกัษณะของการกระทบแบบ  Direct central  Impact 
                       3.4.3  อธิบายสมการการกระทบแบบ Direct central  Impact 
                       3.4.4  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การกระทบแบบ Direct central  Impact 
                       3.4.5  อธิบายลกัษณะของการกระทบแบบ Oblique central  Impact 

3.4.6   อธิบายสมการการกระทบแบบ  Oblique central  Impact 
3.4.7   อธิบายหลกัการวเิคราะห์การกระทบแบบ Oblique central  Impact 
3.4.8   ค านวณการเคล่ือนท่ีของอนุภาคโดยใชห้ลกัการของการกระทบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  10  เลขหนา้  2/17 
เน้ือหา 

 
3.4  การกระทบ  ( Impact ) 
การกระทบ  หมายถึง  การปะทะกนัระหวา่งวตัถุคู่หน่ึง  ซ่ึงแรงท่ีเกิดจากการปะทะมีค่ามากและจะ
เกิดข้ึนในช่วงเวลาท่ีสั้นมาก  ทฤษฎีของการกระทบน้ี  เดิมมีความยุง่ยากในการวเิคราะห์จากการทดลอง  
เน่ืองจากช่วงเวลาท่ีเกิดข้ึนนั้นสั้นมากจนการวดัค่าต่าง ๆ  กระท าไม่ได ้ ในปัจจุบนัน้ีดว้ยความกา้วหนา้
ทางดา้นเคร่ืองมือและอุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์  ท าใหเ้ราสามารถวดัค่าต่าง ๆ  ในช่วงเวลาของการกระทบ
ได ้  
ในกรณีท่ีวตัถุ 2  ช้ินกระทบกนั โดยเส้นตั้งฉากร่วม  ซ่ึงตั้งฉากกบัแนวสัมผสัของวตัถุทั้งสอง  เรา
เรียกวา่  เส้นการกระทบ ( Line  of  Impact )  ถา้จุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุทั้งสองอยูใ่นแนวเส้นตรงน้ี  
จะเรียกการกระทบแบบน้ีวา่  การกระทบแบบ Central  Impact  แต่ถา้จุดศูนยก์ลางของมวลทั้งสอง มิได้
อยูใ่นแนวเส้นตรงน้ี  จะเรียกการกระทบแบบน้ีวา่  Eccentric  Impact  ในท่ีน้ีเราจะท าการศึกษาเฉพาะ
การกระทบแบบ Central  Impact  เท่านั้น   
การกระทบกนัแบบ  Central  Impact  แบ่งออกไดเ้ป็นสองแบบ  คือ 
1.  Direct  Central  Impact  คือ  การกระทบซ่ึงวตัถุทั้งสองเคล่ือนท่ีเขา้กระทบกนัโดยมีความเร็วในการ
กระทบอยูใ่นแนวเส้นการกระทบ 
 
 
 
 
 
2.  Oblique  Central  Impact  คือ การกระทบซ่ึงวตัถุทั้งสองเคล่ือนท่ีเขา้กระทบกนัโดยความเร็วในการ
กระทบไม่อยูใ่นแนวเส้นการกระทบ  
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1.  การกระทบแบบ  Direct  central  impact    
 
 
 
 
 
 
 

 รูปท่ี 3.10  ลกัษณะของการกระทบแบบ Direct  Central  Impact 
 
จากรูปเป็นการกระทบของวตัถุแบบ  Direct  Central Impact  โดยท่ีทรงกลมทั้งสองเคล่ือนท่ีเคล่ือนท่ี
เขา้กระทบกนัโดยมีความเร็วในการกระทบอยูใ่นแนวเส้นการกระทบดงัรูป (ก) ทรงกลมมวล  1m   
และ 2m   เคล่ือนท่ีดว้ยความเร็ว  1v   และ  2v    ตามล าดบั  โดย  1v   >  2v   เม่ือการปะทะเกิดข้ึน  ทรง
กลมทั้งสองจะยบุตวัและมีความเร็วร่วมเป็น  0v   เม่ือการยบุตวัมีค่าสูงสุดดงัรูป(ข) เรียกวา่ “ช่วงยบุตวั” 
หลงัจากนั้นทรงกลมจะเร่ิมคืนตวัจนมีขนาดเท่าเดิมและแยกจากกนัดว้ยความเร็ว 1v และ 2v   ตามล าดบั 
ดงัรูป (ค)  เรียกวา่  “ช่วงคืนตวั” 
 
เน่ืองจากแรงท่ีผิวสัมผสัของวตัถุทั้งสองจะมีขนาดเท่ากนัและมีทิศทางตรงกนัขา้ม  ดงันั้นโมเมนตมัเชิง
เส้นของระบบ (ทรงกลมทั้งสอง)  ในแนวการกระทบจึงมีค่าคงท่ี    0ΔG   
 นัน่คือ               2211 vmvm      =    2211 vmvm   …………………………………(1) 
 
ข้อสังเกต :  ในท่ีน้ี  ก าหนดความเร็วไปทางขวามือเป็นบวก  และสมมุติวา่แรงภายนอกท่ีมากระท าต่อ
ระบบมีค่านอ้ยมากเม่ือเทียบกบัแรงเน่ืองจากการกระทบ  ดงันั้นอิมพลัส์ของแรงภายนอกจึงสามารถ
ตดัทิ้งได ้
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พิจารณาจากภาพดา้นล่างน้ีในช่วงการยบุตวั (Deformation)  นั้น  พลงังานจลน์บางส่วนของวตัถุจะ
เปล่ียนแปลงไปเป็นพลงังานภายในของวตัถุ  ส่วนในช่วงการคืนตวั (Restoration)  วตัถุจะคายพลงังาน
ภายในกลบัคืนเป็นพลงังานจลน์อีกคร้ังหน่ึง  วตัถุอาจคายพลงังานภายในกลบัคืนเป็นพลงังานจลน์จน
หมดส้ินหรือคายออกมาเพียงบางส่วน  หรือไม่คายพลงังานภายในออกมาเลยก็ได ้  ทั้งน้ีจะข้ึนอยูก่บั
วสัดุท่ีใชท้  าวตัถุทั้งสองนั้น 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.11  ทิศทางของแรงท่ีกระท ากบัอนุภาคในช่วงการยบุตวัและคืนตวั 
 

ส าหรับการกระทบท่ีวตัถุมีการคายพลงังานภายในกลบัคืนเป็นพลงังานเพียงบางส่วนเราสามารถ
ก าหนดไดด้ว้ยค่าสัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ ( Coefficient  of  Restitution )  โดย 

                          e      =   
งการยุบตวัพลัส์ในช่วขนาดของอิม
งการคืนตวัพลัส์ในช่วขนาดของอิม        





0

0

t

0

d

t

t

r

dtF

dtF

 

 
ช่วงเวลาในการยบุตวั   คือ  0   ถึง  0t  
ช่วงเวลาในการคืนตวั  คือ  0t   ถึง   t  

   dF    คือ  แรงท่ีผวิสัมผสัในช่วงการยบุตวั 
   rF    คือ  แรงท่ีผวิสัมผสัในช่วงการคืนตวั 
   0v  คือ  ความเร็วร่วมของมวลทั้งสองในขณะท่ีเปล่ียน  จากช่วงยบุตวัไปเป็นช่วงคืนตวั 
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ส าหรับทรงกลมมวล  1m  

                           e    =   



0 t

0  
d

  t

  t
r

dtF

dtF
0     =    

 )v(vm

)v(vm

101

011



       =    
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vv

vv



  

 
   ส าหรับทรงกลมมวล  2m  

                        e    =   



0

0

 t

0 
d

 t

 t
r

dtF

dtF

    =    
 )v(vm

)v(vm

202

022



       =    
20

02

vv

vv



  

 
    เม่ือขจดัค่า  0v    ออกจากสมการทั้งสองขา้งตน้  จะได ้

                        e     =    
21

12

vv

vv



  

                                =    
ปะทะของการเขา้็ว็สมัพทัธ์ขนาดความเร
ากกนัของการแยกจ็ว็สมัพทัธ์ขนาดความเร     ………………………(2) 

 
ดงันั้น  ถา้หากเราทราบความเร็วก่อนการกระทบและค่า e   เราก็จะสามารถหาความเร็วหลงัการกระทบ
ได ้ โดยใชส้มการ (2) 
 
        โดยทัว่ไปแลว้ในช่วงการยบุตวัและการคืนตวั วตัถุจะมีการสูญเสียพลงังาน เราสามารถหาพลงังาน
ท่ีสูญเสียน้ีไดโ้ดยการหาผลต่างของพลงังานจลน์ของระบบก่อนการกระทบและหลงักระทบ  พลงังานท่ี
สูญเสียน้ีจะเปล่ียนไปอยูใ่นรูปของพลงังานความร้อน  คล่ืนความเคน้ยดืหยุน่ในวตัถุและเสียง  ดงันั้น
ค่า e   จึงมีค่าอยูร่ะหวา่ง  0  ถึง 1  1)    e   0 (    เรียกวา่การกระทบแบบก่ึงยดืหยุน่ 
 
เม่ือ        e     =   1  จดัเป็น  Elastic  impact  การกระทบท่ีเกิดข้ึนจะไม่เกิดการสูญเสียพลงังาน 
              e     =   0  จดัเป็น  Inelastic  impact  หรือ  Plastic  impact  การกระทบท่ีเกิดข้ึนจะเกิดการ 
                               สูญเสียพลงังานมากท่ีสุดวตัถุทั้งสองจะเคล่ือนท่ีไปพร้อมกนัหลงัการกระทบ 
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ตารางแสดงค่าสัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  ( Coefficient  of  Restitution ) ของวตัถุต่าง ๆ  
 

การกระทบกันระหว่างวตัถุ  Coefficient  of  Restitution , e 
แกว้กบัแกว้ 0.93  -  0.95 

เหล็กกลา้กบัเหล็กกลา้ 0.5  -  0.8 
ตะกัว่กบัตะกัว่ 0.12   -  0.17 
กอร์กกบักอร์ก 0.5   -  0.6 

ดินเหนียวกบัดินเหนียว (เปียก) 0 
  
2.  การกระทบแบบ oblique  central  impact    
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.12 ลกัษณะของการกระทบแบบ Oblique Central Impact 
 
อนุภาคทรงกลมมวล  1m   และ  2m   มีความเร็วเร่ิมตน้  1v   และ  2v   ในระนาบเดียวกนัและเคล่ือนท่ี
เขา้กระทบกนัดงัรูปท่ี 3.12(ก)  ทิศทางของความเร็วคือ  1θ   และ  2θ   วดัจากแนวสัมผสักบัผวิสัมผสัดงั
รูปท่ี 3.12(ข)  ความเร็วสุดทา้ยเม่ือแยกจากกนัจะเป็นดงัรูปท่ี 3.12 (ค) แรงกระทบคือ  F


  และ  F-


  ดงั

รูปท่ี 3.12(ง)  แรงน้ีจะแปรผนัจากศูนยถึ์งค่าสูงสุดในช่วงยบุตวั  และลดกลบัลงเป็นศูนยอี์กคร้ังในช่วง
คืนตวั  โดยท่ีเวลาทั้งหมดของการกระทบคือ  t  ดงัรูปท่ี 3.12 (จ) 
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หากสภาวะเร่ิมตน้ก่อนการกระทบคือ  1m  , 2m  , 1v  , 2v  , 1θ   และ  2θ  สภาวะสุดทา้ยหลงัการ
กระทบจะประกอบดว้ยตวัไม่ทราบค่า  4  ตวั  คือ  1v  , 2v  , 1θ  และ  2θ    
 
ในทิศทาง  n  ไม่มีแรงภายนอกกระท าต่อระบบ  ดงันั้นโมเมนตมัเชิงเส้นในทิศทาง  n  ของระบบมี
ค่าคงท่ี 
                                      n)(Δ ระบบG       =      0  ………………………………………………(3) 
              222111 sinθvmsinθvm       =    222111 θsinvmθsinvm    
               
ในทิศทาง  x  ไม่มีแรงกระท าต่ออนุภาคทั้งสอง ดงันั้นโมเมนตมัเชิงเส้นในทิศทาง  x  ของแต่ละอนุภาค
มีค่าคงท่ี   
                                                    xΔG     =    0 ………………………………………………...(4) 
                    มวล  1m   ;  111 cosθvm     =    111 θcosvm   
                    มวล  2m   ;  222 cosθvm    =    222 θcosvm       
 
สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  ประยกุตจ์ากสมการ  (2)  ใชก้บัความเร็วยอ่ยในทิศทาง  n   

 

                          e      =   
ทบก่อนการกระ n  ในแนวแกน็ว็สมัพทัธ์ขนาดความเร
ทบหลงัการกระ  n  ในแนวแกน็ว็สมัพทัธ์ขนาดความเร ………...(5) 

 

                              e      =     
2211

2211

sinθvsinθv

θsinvθsinv
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ตัวอย่างที ่ 1  ลูกบอลถูกปล่อยใหต้กลงมาจากระดบัความสูง  h  ลงกระทบกบัพื้นเหล็ก  ถา้ความสูงของ

การกระดอนคร้ังท่ีสองเท่ากบั  h2  จงหาสัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  e 
 
 
 
 
 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
             ความเร็วของการตกกระทบจากความสูง  h  คือ  gh2    และความเร็วหลงัการกระทบคร้ังแรก
จะเท่ากบัความเร็วก่อนการกระทบของคร้ังหลงั 
    การค านวณ 
     
 
 
 
 
 
    การกระทบคร้ังท่ี  1 
    ความเร็วก่อนการกระทบ      v   =   gh2  
    ความเร็วหลงัการกระทบ     1v   =   1gh2  

                                                  e   =    
v

v1   
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  การกระทบคร้ังท่ี  2 
  ความเร็วก่อนการกระทบ    1v   =   1gh2  

  ความเร็วหลงัการกระทบ    2v   =   2gh2  

                                                  e   =    
1

2

v

v  

     ดงันั้น 

                             e2   =        
v

v2   =   
gh

gh 2

2
2  

                                                  e   =      
1/4

2

h

h







                                                           ตอบ 

 
ตัวอย่ำงที ่ 2 ทรงกระบอกลกัษณะเดียวกนั  3  ลูกเล่ือนไดอิ้สระบนเพลาระดบัซ่ึงอยูค่งท่ี  ทรงกระบอก  
2  และ  3  อยูน่ิ่งและทรงกระบอก  1  เคล่ือนเขา้หาดว้ยความเร็ว  u  จงหาความเร็วสุดทา้ย  v  ของ

ทรงกระบอก  3  ในเทอมของ  u  และสัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  e 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ 
              ใหคิ้ดการกระทบเป็น  2  ช่วง  คือ  ช่วงแรกเป็นการกระทบระหวา่งทรงกระบอก  1  กบั  2  
ช่วงหลงัเป็นการกระทบระหวา่งทรงกระบอก  2  กบั  3 
การค านวณ 
 
 
 
 
 
. 
 

ทิศทางการเคลือ่นท่ีของทรงกระบอก 1 และ 2  หลงัการกระทบ 

1 2 3 
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    ช่วงการกระทบระหวา่งทรงกระบอก  1  กบั  2        
                              0ΔG    ;   0mu        =     2mvum  …………………………….(1) 

                                                        e      =       
u

uv 2
 ……………………………….(2) 

    จากสมการ (1)  และ (2)  จะได ้

                                                               2v     =     e)(1
u


2  

 
 
 
 
 
 
 
     ช่วงการกระทบระหวา่งทรงกระบอก  2  กบั  3   
     0ΔG    ; 

                                     0e)(1
u

m 
2       =     mvvm 2  ………………………….…(3)  

                                                      e       =    
e)(1

u

vv 2





2

……………………………….(4) 

    จากสมการ (3) และ (4)  จะได ้

                                                            v       =    2e)(1
u


4                                                ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 

ทิศทางการเคลือ่นท่ีของทรงกระบอก 2 และ 3  หลงัการกระทบ 

2v  v  
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ตัวอย่างที ่3  ก าหนดใหลู้กบอลมีมวล  5  kg.  ถูกเป่าออกมาจากท่อท่ีจุด  A  ดว้ยความเร็ว  2  m/s  ท าให้
ลูกบอลดงักล่าวมาตกท่ีต าแหน่ง  B  ( ก าหนดให ้ค่า  Coefficient  of  Restitution (e) =  0.6 ) 
จงหา  1)  ระยะทาง ( R )  ท่ีวดัในแนวราบจากจุด A ถึงจุด B 

2) อตัราเร็วของลูกบอลก่อนท่ีลูกบอลจะกระทบพื้น (VA1) 
3) อตัราเร็วของลูกบอลหลงัจากท่ีลูกบอลจะกระทบพื้น (VA2) 

 

 
 

ธีท า :   
1)  หาระยะทาง  ( R  )ใชส้มการการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจคไตล ์( Projectile  Motion ) 
พิจารณาในแนวแกน X         
        2t     0    R   t    )(v    x s xoOx   
 
พิจารณาในแนวแกน Y 

          t(9.81) 
2

1
  -  0   0      ) 30 tan R  (4-       tg 

2

1
  - t )(v  y   s 2o2

yoOy   

จากการแกส้มการทั้ง 2  แกน จะได ้ 
        s  1.028  t   และ    m  2.06    R   
 
นัน่คือ  ลูกบอลจะใชเ้วลาในการเคล่ือนท่ีจากจุด A  มาท่ีจุด B  โดยใชเ้วลาเท่ากบั  1.028  วนิาที  และ
ระยะทางท่ีวดัในแนวราบ ( แกน X ) จากจุด A  ถึงจุด  B  มีค่าเท่ากบั 2.06  เมตร      ตอบ     
 
 
 
. 
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ตัวอย่างที ่3  (ต่อ) 
2 )อตัราเร็วของลูกบอลก่อนทีลู่กบอลจะกระทบพืน้ (VA1) 
พิจารณาความเร็วในขณะท่ีลูกบอลพน้ออกจากจุด A  จาก 
          m/s  2       v v xox   
          m/s   10.0886-   (1.028) 9.81 - 0  gt    -    v v yoy   

 
       m/s  10.285    vA1         ( ท ามุม  o78.8   กบัแกน x  ) 
 
จากหลกัการของ  Conservation  of  Momentum    จะได ้
             )(-v m     )(-vm 2AyA1AyA   
               m/s  6.77    48.8 cos   v  )(v    )(v o

A11Ay2Ay   
         
นัน่หมายความวา่  ความเร็วของลูกบอลก่อนท่ีจะกระทบพื้นและหลงัจากท่ีกระทบพื้นในแนวแกน Y ( 
VAY)1 และ ( VAY)2  เท่ากบั  6.77  เมตรต่อวนิาที   ตอบ  
 
3 )อตัราเร็วของลูกบอลหลงัจากทีลู่กบอลจะกระทบพืน้ (VA2) 
พิจารณาในแนวแกน X       0     )(v    )(v 2Bx1Bx   

                
1Bx1Ax

2Ax2Bx

)(v  -  )(v

)(v - )(v
    e    

              
0-  48.8sin  10.285-

)(v   -   0
    0.6 2Ax  

               m/s  4.64     )(vAx   
 
นัน่หมายความวา่  ความเร็วของลูกบอลหลงัจากท่ีจะกระทบพื้นในแนวแกน X ( VAX)2  เท่ากบั  4.64  
เมตรต่อวนิาที  ดงันั้นอตัราเร็วของลูกบอลหลงัจากกระทบพื้นจึงเท่ากบั 
               m/s  8.21       )(v )(v      v 2

2Ay

2

2AxA2   
 
ความเร็วของลูกบอลหลงัจากท่ีลูกบอลกระทบพื้นจะมีค่าเท่ากบั   8.21   เมตรต่อวนิาที    ตอบ 
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ตัวอย่างที ่ 4  : ABlock  มีมวล  kg  30  ถูกปล่อยจากระดบัความสูง  m  2 มากระทบกบัจานกลม B  
มวล kg  10  ซ่ึงวางน่ิงอยูบ่นสปริงท่ีมีค่า kN/m 30 k   ถา้หลงัการกระทบ Block  A  และจานกลมมี
การเคล่ือนท่ีไปพร้อมกนั ( Plastic  Impact ) จงหาระยะเปล่ียนแปลงมากท่ีสุดในแนวด่ิงของจานกลม 

 
 
 
 
 
 
วธีิท า:  จากรูปเราจะแบ่งเหตุการณ์ออกเป็นสามช่วง  คือ 
ช่วงท่ี 1  :   เร่ิมจาก  Block A  ถูกปล่อยจากระดบัความสูง m 2  จนถึงจุดท่ีเร่ิมกระทบกบัจานกลม  
                  ( เป็นเหตุการณ์ในช่วงระหวา่งรูปท่ี 1  และ 2 ) 
ช่วงท่ี 2 :   เป็นช่วงของการกระทบ Block A  จะกระทบกบัจานกลมและมีความเร็วร่วมกนัหลงัการ 
                  กระทบ )(v3  เน่ืองจากเป็นการกระทบกนัแบบ  Plastic   Impact  ซ่ึงเป็นเหตุการณ์ในช่วง 
                  ระหวา่งรูปท่ี 2  และ 3  
ช่วงท่ี 3  :  เร่ิมจาก ABlock  และจานกลมเคล่ือนท่ีไปพร้อมกนัดว้ยความเร็วหลงัการกระทบ )(v3  กด 

    สปริงใหย้บุตวัลงจนสปริงมีระยะหดตวัเป็น 4x   ท าให ้ ABlock  และจานกลมเคล่ือนท่ีลง     
    มาเป็นระยะ h  ( เป็นเหตุการณ์ในช่วงระหวา่งรูปท่ี 3  และ 4 ) 
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การค านวณ : 
ช่วงที ่1  :  จากสมการ      0  v  Δv  ΔT    U eg   

           0    v  ,  0  )v(   ,   0  T  ,   ) 2 ( mg -  )v(   ,   )(v m 
2

1
  T eBgBAg

2

2AA   

ดงันั้น 

     0  (2) (9.81) 30 - )(v (30) 
2

1 2

2A   

     m/s  6.26  vA   
 
ช่วงที ่ 2  :  จากสมการ      0  )G( nsystem   

3BA2BB2AA  v)m  (m    )(vm  )(vm   
      10)v  (30     0    30(6.26) 3  

     m/s  4.70  v3   
 
ช่วงที ่3  :  จากสมการ      0  v  Δv  ΔT    U eg   
ขณะท่ีจานกลมวางน่ิงอยูบ่นสปริง  จะกดสปริงเป็นระยะ   

 m  10 x 4.91      
10 x 20

9.81 x 10
    

k

w
  x 3-

3

B
3   

 

       J  442-     ]4.70 - 0 [ 10)  (30 
2

1
    ) v- (v ) m  m ( 

2

1
  T 22

3

2

4BA   

       J    )h  ( 392-  h   (9.81) 10)  (30 -  h   g ) m  m ( -  v BAg   

    
   0.241 - ) xh  ( 10,000         

 0.241- x10,000    ] )10 x (4.91 -  x[ )10 x (20
2

1
     ) x- (xk  

2

1
   v

2

3

2

4

23-2

4

32

3

2

4e



  

 
แทนค่าลงในสมการ     0  v  Δv  ΔT    U eg  จะได ้

   0    0.241 - ] )10 x 4.91 ( h  [ 10,000 h  392 - 442- 2-3   

  m  0.225  h    
ดงันั้นระยะเปล่ียนแปลงมากท่ีสุดในแนวด่ิงของจานคือ  m  0.225  h     ตอบ 
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ข้อที ่ 1 ตวัตอกเสาเขม็มวล kg  800  ถูกปล่อยจากความสูง m  2  เหนือเสาเขม็ท่ีมีมวล kg   2,400 ถา้
ตวัตอกเสาเขม็กระดอนข้ึน m  0.1 ทนัทีหลงักระทบเสาเขม็ จงค านวณหาเปอร์เซ็นตก์ารสูญเสีย
พลงังาน   ตอบ.  %  45.2  

 
 
 
 
 
 
 
 
ข้อที ่ 2  ทรงกลม  1   มีความเร็ว m/s  6  v1   ในทิศทางดงัรูป  วิง่เขา้ชนทรงกลม 2  ซ่ึงมีลกัษณะ
เหมือนกนัและอยูน่ิ่ง  ถา้สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  0.6    e   จงหาความเร็วหลงัการกระทบและ
เปอร์เซ็นตก์ารสูญเสียพลงังาน 
ตอบ.  %  23.8  
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ข้อที ่3 : ทรงกลมมวล kg  2  วิง่ดว้ยความเร็วในแนวราบ m/s  10 เขา้กระทบกบัรถเล่ือนซ่ึงรองรับดว้ย
สปริงท่ีมีค่า  Stiffness  of  Spring , N/m  1,600  k    รถเล่ือนเดิมทีอยูใ่นต าแหน่งหยดุน่ิงและสปริงมี
ความยาวปกติ  ถา้สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ 0.60    e   จงหาความเร็ว v  และมุม θ  ของทรงกลม  
รวมทั้งระยะทางมากท่ีสุดท่ีรถเล่ือนเคล่ือนท่ี 
ตอบ.  m/s  6.04    v     ,   m/s  2.087   vO    ,   85.9   θ o

1   
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  269-283 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  101-104 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี  105-109 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 215-227 
- เอกสารหมายเลข 8 หนา้ท่ี 613 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 241 

เอกสารประกอบ 

 
-  ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 10 
-  ใบแบบฝึกหดัสัปดาห์ท่ี  10 
-   ใบเฉลยแบบฝึกหดัสัปดาห์ท่ี 10 
 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหผู้เ้รียนตอบค าถามแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 
 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่11 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  4  จลนพลศาสตร์ของระบบอนุภาค คร้ังท่ี 11  เลขหนา้  1/16 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                            4.1  สมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 

4.2  สมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.3  สมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 

 
จุดประสงค์การสอน 
                            4.1     เขา้ใจสมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคไดถู้กตอ้ง 

                           4.1.1  อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
                           4.1.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาค 
                           4.1.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชส้มการการเคล่ือนท่ี 
                            

                        4.2    เขา้ใจสมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาคไดถู้กตอ้ง 
                                    4.2.1  อธิบายสมการของงานและพลงังานของระบบอนุภาค 

4.2.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์งานและพลงังานของระบบอนุภาค 
4.2.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชห้ลกัการของงานและ 
          พลงังาน        
 

                            4.3    เขา้ใจสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัไดถู้กตอ้ง 
                          4.3.1  อธิบายสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 

 4.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบอนุภาค 
 4.3.3   ค านวณการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และ 
           โมเมนตมั 
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ในบทท่ีผา่นมา  เราไดว้เิคราะห์ถึงพลศาสตร์ของอนุภาคเพียงอนุภาคเดียวเสียส่วนใหญ่  มีเพียงเร่ืองการ
กระทบเท่านั้น  ท่ีไดท้  าการวเิคราะห์ถึงการเคล่ือนท่ีของสองอนุภาค  ซ่ึงพิจารณาเป็นระบบเดียวกนั 
สมการของพลศาสตร์ท่ีน ามาใชก้บัการเคล่ือนท่ีของอนุภาคเดียว ก็สามารถวิเคราะห์ปัญหาไดก้วา้งขวาง
พอสมควร แต่ก็ยงัมีปัญหาอีกหลายลกัษณะท่ีไม่อาจวเิคราะห์ได ้ เช่น การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีเป็น
ช้ินส่วนของเคร่ืองจกัรกลและยานพาหนะต่าง ๆ รวมทั้งโครงสร้างอ่ืน ๆ ท่ีมีการเคล่ือนท่ี  อนัท่ีจริงแลว้ 
วตัถุเกร็งก็ประกอบข้ึนดว้ยกลุ่มอนุภาค ท่ีมีระยะระหวา่งอนุภาคคงท่ีแน่นอน  หรือปัญหาเก่ียวกบัการ
เคล่ือนท่ีของวตัถุแปรรูป  ซ่ึงมีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง เช่น  การเคล่ือนท่ีของอากาศและเช้ือเพลิงผา่น
เคร่ืองยนตก์งัหนัไอพน่  ก๊าซเผาไหมพุ้ง่ออกมาจากหวัฉีด  การไหลของน ้าผา่นเคร่ืองสูบเป็นตน้  ดงันั้น
เราจึงตอ้งสร้างสมการข้ึนมาเพื่อใชแ้กปั้ญหาเหล่าน้ี 
 
4.1  สมการการเคล่ือนที ่( Equation  of  Motion ) 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี  4.1  ระบบของอนุภาค 

 
พิจารณาระบบซ่ึงประกอบดว้ย n อนุภาคลอ้มรอบดว้ยผวิปิด  ผวิปิดน้ีคือ  ผิวนอกของวตัถุเกร็ง  อนุภาค
มวล  im   มีแรง  ,F1


,F2


3F


,  ... มากระท าเน่ืองจากแรงภายนอก  และมีแรง  .,....f,f,f 32 1


มากระท า

เน่ืองจากแรงปฏิกิริยาของอนุภาคขา้งเคียง 
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จาก  Theorem   Varignon   

  
ii r m      rm


  
ดงันั้น     iiiiii zmzm   ,   ym      ym   ,    xm      xm       .....(4.1) 
 
เม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะได ้
 ii r m      rm 

     หรือ  ii v m      vm


  
หรือ   
 ziizyiiyxiix vmvm   ,   vm      vm   ,    vm      vm   
 
สมการการเคล่ือนท่ี amF


   ของมวล   im  

 ii32 1321 rm        ...   f   f   f   .....  F    F   F 


    .....(4.2) 
โดย   ir

      คือ  ความเร่งของอนุภาคมวล  im    เม่ือรวมสมการทุกอนุภาคจะไดว้า่ 
 irmfF i




  
 

f


  คือ ผลรวมของแรงภายในของระบบ  ซ่ึงประกอบดว้ยแรงกิริยาและปฏิกิริยาระหวา่งอนุภาค    ซ่ึง
แรงน้ีจะเกิดเป็นคู่ โดยมีขนาดเท่ากนัและมีทิศทางตรงกนัขา้มในแนวเส้นตรงเดียวกนั ดงันั้น f


   ของ

ทั้งระบบจึงเท่ากบัศูนย ์
 
 am    rm    rm   F ii




    .....(4.3) 
 
โดย  a


  คือ  ความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบ  มีทิศทางเดียวกบั   F


   โดยแนวแรง  F


   ไม่

จ  าเป็นตอ้งผา่นจุดศูนยก์ลางมวล  ก็ได ้
สมการท่ี (4.3)  คือ  หลกัการเคล่ือนท่ีของจุดศูนยก์ลางมวล  กล่าวคือ  “แรงลพัธ์ของแรงภายนอกท่ี
กระท าต่อระบบมวล (กลุ่มอนุภาค )  จะเท่ากบัมวลของระบบคูณดว้ยความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวล” 
เม่ือเขียนแยกในแต่ละแนวแกนจะไดว้า่ 
 XX amF      ,   YY amF      ,    ZZ amF     .....(4.4) 
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4.2  สมการงานและพลงังาน ( Work  and  Energy  Equation ) 
 
ส าหรับอนุภาคมวล  im   ,  ii T    U     
โดย  iU   คือ  งานท่ีเกิดจากแรงภายนอ ,F1


,F2


3F


,...  และแรงจากอนุภาคขา้งเคียง    .,....f,f,f 32 1


      

      iT   คือ  การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ของอนุภาคมวล  im   โดย  )vm
2

1
Δ(    ΔT 2

iii   

         iv    คือ  ความเร็วของอนุภาคมวล  im   ซ่ึง  
ii r    v 

  
 
เม่ือคิดรวมทุก ๆ อนุภาคในระบบจะไดว้า่   
 ii T    U   หรือ  ii T    U     .....(4.5) 
โดย 

iU    U    คือ  งานซ่ึงกระท าโดยแรงทั้งหมดบนทุกอนุภาค 
            T    คือ  การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ทั้งหมดของระบบ  โดย  iT    T   
 
ในกรณีของวตัถุเกร็ง  งานท่ีกระท าโดยทุกคู่ของแรงภายในระบบ คือ  

if

  และ  

if-

  จะหกัลา้งกนั  

เพราะวา่จุดกระท าของแรงภายในแต่ละคู่  จะมีการขจดัในแนวแรงเท่ากนั  โดยแรงหน่ึงจะใหง้านเป็น
บวก  และอีกแรงหน่ึงจะใหง้านเป็นลบ  ดงันั้น  U    คือ  งานทั้งหมดเน่ืองจากแรงภายนอก 
 
ในกรณีท่ีวตัถุแปรรูปซ่ึงเป็นส่วนหน่ึงของระบบจกัรกล  เช่น  วตัถุยดืหยุน่ต่าง ๆ  ส่วนหน่ึงของงาน  ซ่ึง
กระท าโดยแรงภายนอกจะถูกเปล่ียนไปเป็นพลงังานศกัยย์ดืหยุน่  (Elastic  Potential  Energy , eV ) 
 
 eg V    V    T    U     .....(4.6) 
 
เม่ือ    U   คืองานเน่ืองจากแรงกระท าจากภายนอก  ยกเวน้แรงโนม้ถ่วงและแรงเน่ืองจากช้ินส่วน
ยดืหยุน่ 
       gV    คือการเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง ( gV   =   )hmg  

       eV     คือการเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยย์ดืหยุน่  





  )xx(k
2
1

V 2
1

2
2e  
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พลงังานจลน์ของระบบอนุภาคคือ 

                                            T      =     2
ii vm

2
1

 

                                                    =     iii vvm
2
1            แต่   iv     =    

v  

              เม่ือ  iv     คือ  ความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวล  im  
                      ρ     คือ  ความเร็วของ  im    เทียบกบัแกนเคล่ือนท่ีขนานกบัแนวเดิม  ซ่ึงเคล่ือนท่ีไป 

   พร้อมกบัจุด  G  
เน่ืองจาก   v  v     v ii

2

i


  

 

ดงันั้น       T    =       )ρv()ρv(m
2

1
vvm

2

1
iiiiii


  

                       =       )ρvm ρ  m
2

1
 vm

2

1
ii

2

ii

2

i
   

 
แต่เน่ืองจาก  0    ρm ii 

  เพราะ  iρ
   วดัจากจุด  G    

ดงันั้น   

0    )ρ(m
dt

d
v   ρmv vm

2

1
iiii

2

i 


 

และ 

          vm
2

1
    m v

2

1
  vm

2

1 2

i

22

i   

 
ดงันั้นพลงังานจลน์ของระบบมวล  คือ 

 T    =       
2

i

22

ii  ρ  m
2

1
  vm

2

1
  vm

2

1      .....(4.7)  

จะเห็นวา่  พลงังานจลน์ของระบบมวลจะเท่ากบัผลรวมของพลงังานจลน์ของแต่ละมวลยอ่ยในระบบ  

คือ  2

ii vm
2

1
   หรือเท่ากบัผลรวมของพลงังานจลน์  ในส่วนของระบบท่ีเคล่ือนท่ีขนานกบัแนวเดิม 

( Translation ) คือ  2

i vm
2

1
   และในส่วนของระบบท่ีเคล่ือนท่ีหมุนสัมพทัธ์กบัจุดศูนยก์ลางระบบ

มวล  คือ  
2

i  ρ  m
2

1   
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4.3  สมการอมิพลัส์และโมเมนตัม  ( Impulse  and  Momentum  Equation) 
จากรูปท่ี 4.1     

iii vmG


   ( 
ii r  v 

  )  
เม่ือคิดทั้งระบบจะได ้

   iii vm    G


    

              ρm
dt

d
    vm    )ρ v(m  iiiii


  

              (0)
dt

d
    mv  i 


 

      vm    vm    G ii


      .....(4.8)  

นัน่คือ  โมเมนตมัเชิงเส้นของระบบมวล  คือ ผลรวมของโมเมนตมัเชิงเส้นของมวลในระบบ หรือ
เท่ากบัผลคูณของมวลและความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวลนั้น 

  F     am    vm       G ii 
  

  G    F


        .....(4.9)  
นัน่คือ ผลรวมของแรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบมวลใด ๆ  จะเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงของ
โมเมนตมัเชิงเส้นของระบบมวลนั้น   
พิจารณาโมเมนตมัเชิงมุมของระบบมวลจากรูปท่ี 4.1  รอบจุด O 
  )vmr(HH iiioo i


  

iiiiiio vmr(  )vmr(H 
  

แต่  0    )vmr(    r  v iiiii 
  

ดงันั้น    oiiiiio M    )Fr(  )amr(H


  
นัน่คือ 

oo MH


        ....(4.10)  
 

oM


 จะเป็นโมเมนตข์องแรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบมวล  ทั้งน้ีเพราะโมเมนตข์องแรงภายใน 
)f ( i


และ )f- ( i


  จะหกัลา้งกนัหมด นัน่คือ ผลลพัธ์ของโมเมนตข์องแรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบ

มวลรอบจุดคงท่ีใด ๆ  จะเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุมของระบบรอบจุดนั้น 
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โมเมนตมัเชิงมุมรอบจุดศูนยก์ลางมวล  G  คือ   
 
 )vmρ(      H iii


  

       ])ρ  v [mρ(   iii


  
       ])ρmρ ( ρmv-   iiiii


      

 ...(4.1)ดงันั้น 
 )ρmρ(      H iii


          

)ρmρ(    )ρmρ(      H iiiiii


  

ii ρ    a      a 

  

ดงันั้น 

) ]a - a m[ρ (      H ii


  

iiii ρma    ) Fρ (      H


  

M      H


          ...(4.12) 
 
นัน่คือผลลพัธ์ของโมเมนตข์องแรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบรอบจุดศูนยก์ลางของระบบมวลจะเท่ากบั
อตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุมของระบบรอบจุดศูนยก์ลางมวล 
 
หลกัความถาวรของโมเมนตัม 
ระบบมวลซ่ึงไม่มีการสูญเสียพลงังาน  เน่ืองจากแรงเสียดทานภายใน  ซ่ึงใหง้านลบหรือไม่มีการสูญเสีย
พลงังานของช้ินส่วนท่ีไม่มีความยดืหยุน่  เราเรียกระบบมวลน้ีวา่  Conservative  of  Mass  และเม่ือไม่มี
งานเน่ืองจากแรงภายนอกบนระบบมวลน้ีจะไดส้มการ 0V    V    T    U eg     
แรงภายนอก  F   ซ่ึงกระท าต่อ  Conservative  หรือ  Non  Conservative  Mass  ในช่วงเวลาใด ๆ  

หากมีค่าเป็นศูนยจ์ะได ้ 0G    F 
    นัน่คือ  0  G 


 

เม่ือโมเมนตร์อบจุดคงท่ี O หรือจุดศูนยก์ลางมวล G  ของแรงภายนอกทั้งหมดมีค่าเป็นศูนย ์ 

0MH oo 
   หรือ  0HM 


 นัน่คือ  0Ho 


  หรือ  0H 
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ตัวอย่างที ่ 1 
ลิง  A , B  และ  C  ,  มวล  10 , 15  และ  8  kg  ตามล าดบั ไต่เชือกซ่ึงผกูแขวนไวท่ี้  D  หากในขณะนั้น
ลิง  A  ไต่ลงดว้ยความเร่ง  1.5  m/s2  ลิง  B  ไต่ข้ึนดว้ยความเร็วคงท่ี  0.5  m/s  ลิง  C  ไต่ข้ึนดว้ย
ความเร่ง  0.9  m/s2  จงหาความตึงเชือก  T  ท่ีจุด  D  ในขณะนั้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
    พิจารณาเชือกและลิงทั้งสามเป็นระบบอนุภาค 
    การค านวณ 
 
 
 
 
 
 
 
 
          ]amF[ ii    ;   + 
                                T – (10 +15 +8)9.81   =   10(-1.5) + 15(0) + 8(0.9) 
                                                               T  =    316   N                                                           ตอบ 
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ตัวอย่ำงที ่2 
ทรงกลมลกัษณะเดียวกนัจ านวน 5 ลูก ถูกปล่อยจากต าแหน่งหยุดน่ิงดงัรูป ให้เคล่ือนท่ีในระนาบด่ิง
เน่ืองจากความโน้มถ่วง ทรงกลม 2 ลูกล่างของแต่ละขา้งยึดติดกบัแขนน ้ าหนกัเบาท่ีหมุนไดอิ้สระบน
ทรงกลมลูกบน หากไม่คิดความเสียดทานจงหาความเร็ว v ของทรงกลมลูกบนเม่ือสัมผสัพื้น 
(ขอ้สังเกต : ความเร็วของทรงกลมลูกกลางจะเป็นคร่ึงหน่ึงของทรงกลมลูกบนเม่ือสัมผสัพื้น) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ 
 เม่ือทรงกลมลูกบนสัมผสัพื้น แขนทั้งสองจะกางมากสุด ทรงกลมท่ีปลายของแขนทั้งสองจะมี
ความเร็วเป็นศูนย ์
การค านวณ 

 ΔT  = 






















2
2

2
vm

2
12mv

2
1       =    2mv

4
3  

           gΔV  = )2bcos45mg()bcos452mg( oo   
  = mgb22  
    ]ΔVΔVΔTU[ eg    ; 

 0 = mgbmv2 22
4
3

  

 v            = gb
3

222        ตอบ 
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4.3  สมการของอมิพลัส์และโมเมนตัม 
 
           โมเมนตมัเชิงเส้นของระบบอนุภาคคือ   G     =    iG   =     ii vm   
            แต่   iv     =    

v  

            ดงันั้น           G
     =       )v(m i  

     =       )m(
dt
d

vm iii
  

                      iim      =       
m      =    0 

                                G     =       0mv i 
  

                                G  =       vm                                                                                         (1) 
                                G      =       vm     =   am   
                               F   =       G                                                                                           (2) 
           โมเมนตมัเชิงมุมของระบบอนุภาครอบจุด O   คือ 
                                 OH   =     )vmr( iii 

  

                                 OH   =     )vmr( iii 
 + )vmir( ii    

            แต่  0vimivvimr iii 
  

                                  OH   =    )amr( iii 
  =  )iFr( i 

  

                             OM  =     OH                                                                                          (3) 
 
           โมเมนตมัเชิงมุมของระบบอนุภาครอบจุดศูนยก์ลางมวล  G  คือ 
                                    H


   =     )vmi( ii 

  

            แต่  ii vv ρ


  

            ดงันั้น    )vmi( ii 
   =         iii vm               

                                                       =     -    iiiiii mmv 
ρ  
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                แต่  0mm ii  ρ

  

                                      H


   =     )mi( ii 
                                                                   (4) 

                                      H


   =     )mi( ii   + )mi( ii    

            แต่  ii aa ρ


  

            ดงันั้น    )mi( ii     =        iiii aam   

                                                       =         iiii m12aF     =M


 

                                          M


   =   H


                                                                               (5) 
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ตัวอย่างที ่ 3 
ลูกบอลลกัษณะเดียวกนัมวล  m  จ านวน  3  ลูก  เช่ือมติดกบัโครงน ้าหนกัเบาวางอยูบ่นพื้นระดบัผวิ
เรียบ  ถา้มีแรง   F   มากระท าอยา่งทนัทีทนัใด  จงหา 
(ก) ความเร่งของจุด  O 
(ข) ความเร่งเชิงมุม   ของโครง 
 
 
 

 
      
 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
    จุด  O  เป็นจุดศูนยก์ลางมวล  ดงันั้น  HH,aa OO

   
    การค านวณ 
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      ]amF[       ;                        iF    =     am3   

                                                         a     =     Oa      =     i
m3
F

                                             ตอบ   

                                                       OH    =      H  

                                                                 =      r)mr(3        =     2mr3  

     ]HM[ 
     ;                         Fb      =      )mr3(

dt
d 2      =    2mr3  

                                                               =      2mr3
Fb

                                                           ตอบ 
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ข้อที ่1 : จงหาความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบ  ซ่ึงประกอบดว้ยทรงกระบอกมวล kg 5  จ  านวน  
4 ช้ิน  สมมุติใหไ้ม่คิดความเสียดทานของมวล ของรอกและสปริง 
ตอบ. 2m/s  2.69    a   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ข้อที ่ 2: รถขนแร่มวล kg 300  และ kg  400 เคล่ือนท่ีในทิศทางตรงกนัขา้ม  ดว้ยอตัราเร็ว m/s  0.6

และ  m/s  0.3  ตามล าดบัดงัรูป  โดยรถทั้งสองจะล็อคติดกนั  หลงัการชนโดยทนัทีทนัใด    ก่อนการ
ชนนั้น  มีกอ้นแร่มวล kg  100 ตกลงมาจากรางดว้ยความเร็ว  m/s   1.2   ในทิศทางดงัรูป  ลงสู่รถขน
แร่มวล  kg 300   จงหาความเร็วของระบบหลงัจากกอ้นแร่หยดุน่ิงเทียบกบัรถ  ความเร็วน้ีจะมีค่าเท่า
เดิมหรือไม่หากการชนเกิดข้ึนก่อนท่ีกอ้นแร่จะตกลงมา 
ตอบ.  m/s  0.205    v   และ ความเร็วท่ีไดจ้ะยงัมีค่าเดิม   
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ข้อที่ 3  ผูช้ายมวล 1m และผูห้ญิงมวล 2m  ยนือยูท่ี่ปลายของแผน่ไมค้นละดา้นของแผน่ไมม้วล Om ซ่ึง 
อยูน่ิ่งท่ี 0   s  และจะเคล่ือนท่ีไปบนลูกกล้ิงโดยไม่มีความเสียดทาน เม่ือคนทั้งสองเดินเขา้หากนั จงหา
การขจดั s  ของแผน่ไมเ้ม่ือคนทั้งสองเดินมาพบกนัในเทอมการขจดั  1x  ของผูช้ายเทียบกบัแผน่ไม ้

ตอบ.  ] 
mmm

m -  x)mm (
    s  [

21O

2121






l  

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

ข้อที ่4 :  ลูกกระสุนปืนใหญ่มวล  20  kg  ถูกยงิจากจุด O  ดว้ยความเร็ว m/s  300  u    ในระนาบด่ิง  
z-x  โดยมีทิศทางดงัรูป  เม่ือข้ึนไปถึงจุดสูงสุด P กระสุนจะระเบิดออกเป็นสามส่วนคือ  B ,A และ 

C  ทนัทีทนัใดหลงัการระเบิดจะสังเกตเห็นวา่  ช้ินส่วน A จะเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงไปไดร้ะยะ m  500  
เหนือจุด P  ช้ินส่วน B จะมีความเร็ว Bv ในระนาบระดบัและจะตกสู่พื้นดินท่ีจุด Q  มวล  B ,A และ 
C   คือ   kg  9 , 5 และ kg  6  ตามล าดบั  จงหาความเร็วของช้ินส่วน C  ทนัทีท่ีระเบิด  สมมุติไม่คิด
แรงตา้นของอากาศ 
ตอบ.   m/s  468  vC   
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 



203 
 

วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  284-296 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  120-129 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  229-231,226-227 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 267-279 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 11 
- ใบแบบฝึกหดัสัปดาห์ท่ี 11 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัสัปดาห์ท่ี 11 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่12 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  4  จลนพลศาสตร์ของระบบอนุภาค คร้ังท่ี 12  เลขหนา้  1/16 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         

4.4  การไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่  
4.5  การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั       

 
จุดประสงค์การสอน 
 
 
                            4.4     เขา้ใจสมการการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ไดถู้กตอ้ง 

                           4.4.1  อธิบายลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
                                     4.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การไหลของมวลแบบทรงตวัมัน่ 
                                     4.4.3  ค านวณการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
 
                            4.5   เขา้ใจสมการของระบบมวลแบบแปรผนัไดถู้กตอ้ง 

                           4.5.1  อธิบายลกัษณะการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
                                     4.5.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
                                     4.5.3  ค านวณการไหลของระบบมวลแบบแปรผนั 
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การไหลของระบบมวล 
ในหวัขอ้น้ี  เราจะไดน้ าสมการโมเมนตมัมาใชก้บัการไหลของระบบมวล  ซ่ึงจะมีการเปล่ียนแปลงของ
โมเมนตมัเกิดข้ึน พลศาสตร์ของการไหลของระบบมวลมีความส าคญัอยา่งยิง่ในการวเิคราะห์ และ
ออกแบบเคร่ืองจกัรกลของของไหลแบต่าง ๆ  การไหลของระบบมวล  เราสามารถแบ่งออกได ้2  แบบ 
คือ  
1.  การไหลของมวลแบบทรงตวัมัน่ ( Steady  Mass  Flow ) 
คือ  การไหลของระบบมวลท่ีมีการไหลของมวลท่ีเขา้ไปในปริมาตรท่ีก าหนดใหอ้นัหน่ึง  เท่ากบัอตัรา
การไหลของมวลท่ีออกจากปริมาตรนั้น ดงันั้นมวลภายในปริมาตรท่ีก าหนดจะมีค่าคงท่ีตลอดเวลา  การ
ไหลของระบบมวลน้ีไดแ้ก่  การไหลของน ้าผา่นไปในท่อ  เคร่ืองสูบ  เคร่ืองกงัหนัและหวัฉีด  เป็นตน้ 
2.  การไหลของระบบมวลแบบแปรผนั ( Variable Mass Flow )   
คือ  การไหลของระบบมวลท่ีไหลเขา้หรือออกจากปริมาตรท่ีก าหนด  ท าใหม้วลภายในปริมาตรท่ี
ก าหนดนั้นเพิ่มข้ึนหรือลดลง  การไหลของระบบมวลแบบน้ีไดแ้ก่  การพุง่ออกของเช้ือเพลิงเผาไหม้
จากเคร่ืองยนตจ์รวด  ท าใหม้วลของจรวดลดลง เป็นตน้   
4.4  การไหลของระบบมวลแบบทรงตัวมั่น 
 

 
รูปท่ี 4.2  แสดงการไหลของระบบมวลแบบทรงตวัมัน่ 
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พิจารณาภาชนะในรูปท่ี 4.2 (ก)  มีมวลไหลเขา้ดว้ยอตัราคงท่ี m  ผา่นช่องทางเขา้พื้นท่ี  1A   และมี
มวลไหลออกผา่นช่องทางออก  พื้นท่ี 2A   ในอตัราเดียวกนั  ดงันั้นจึงไม่มีการเพิ่มข้ึนหรือลดลงของ
มวลภายในภาชนะนั้น  มวลไหลเขา้ดว้ยความเร็ว  1v

   ในแนวตั้งฉากกบัพื้นท่ี 1A   และตรงทางออกมี
ความหนาแน่นมวล  2ρ   เราจะไดว้า่ 
อตัราการไหลของมวล  คือ   
 222111 AvρAvρ    m        ...(4.13) 
ในการวเิคราะห์แรงท่ีกระท าต่อภาชนะ  และระบบมวลในภาชนะนั้น  เราสามารถแยกคิดโดยอาศยัจาก  
FBD  ต่าง ๆ  เป็นหลกั ดงัน้ี 
จากรูปท่ี 4.2  (จ)  เป็น  FBD  ของระบบมวลในภาชนะนั้น 

F   คือ  แรงภายนอกทั้งหมดท่ีกระท าต่อระบบมวลภาชนะนั้น  ซ่ึงจะประกอบดว้ย  น ้าหนกัของ
ระบบมวล  แรงดนัเน่ืองจากความดนัสถิตท่ีทางเขา้  และทางออก  และแรงปฏิกิริยาของภาชนะ (-R)  ท่ี
กระท าต่อระบบมวล 
แรง F


   น้ี จะเป็นผลท าใหร้ะบบมวลท่ีผา่นเขา้ออกภาชนะนั้น  มีการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเกิดข้ึน  

เม่ือพิจารณารูปท่ี 4.2 ( ข )  และ ( ค )  ท่ีเวลา  t  มวล  m จะเร่ิมเขา้สู่ภาชนะดว้ยความเร็ว  1v
   ท่ีเวลา 

t t    มวล m   จะถูกดนัออกจากภาชนะดว้ยความเร็ว  2v
   ในช่วงเวลา t   น้ี  โมเมนตมัเชิงเส้น

ของระบบมวลภายในภาชนะ  จะไม่เปล่ียนแปลง  การเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงเส้นจะมีพียงของมวล 
m ท่ีเขา้และออกภาชนะเท่านั้น  คือ  

)vv ( Δm v ) m (v ) Δm (    GΔ 1212


  

เม่ือหารตลอดดว้ย  t   และก าหนดให ้ 0t    จะไดว้า่ 

  )vv(
Δt

Δm
lim

Δt

GΔ
lim 12

0Δt0Δt







 

 

  )vv(
dt

dm
    

dt

Gd
12




  

  )vv ( m     G 12


  

จากสมการท่ี 4.9  จะไดว้า่   

 )v-v( m    G       F 12


  

 v m       F


       ...( 4.14 ) 
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จากรูปท่ี 4.2 ( ฉ )  เป็น  FBD  ของภาชนะ  เราจะแบ่งแรงทั้งหมดท่ีกระท าต่อภาชนะออกเป็นสองส่วน  
คือ 
ส่วนที ่1.  F


  คือ  แรงภายนอกท่ีกระท าต่อภาชนะ  ซ่ึงจะประกอบดว้ยน ้าหนกัของภาชนะและแรงท่ี

จุดเช่ือมต่อของภาชนะกบัโครงสร้างอ่ืน 
ส่วนที ่2.    R


  คือ  แรงปฏิกิริยาของระบบมวลท่ีกระท าต่อภาชนะ 

 
ดงันั้น  ในกรณีท่ีภาชนะนั้นอยูน่ิ่งหรือเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วคงท่ี จากสมการ  0    am   F 


  จะได้

วา่   
0    R   F 


        ...( 4.15 ) 

 
ถา้เราเขียน  FBD  รวมของระบบมวลและตวัภาชนะ  เราจะไดด้งัรูป  4.2 ( ช )  
โดย F


   คือ แรงภายนอกทั้งหมดท่ีกระท า  ซ่ึงจะประกอบดว้ย  น ้าหนกัของภาชนะ  น ้าหนกัของ

ระบบมวล  แรงดนัเน่ืองจากความดนัสถิตท่ีเขา้และออกของภาชนะ  แรงท่ีจุดเช่ือมต่อของภาชนะกบั
โครงสร้างอ่ืน   
 
เม่ือรวมสมการท่ี  4.14  และ  4.15  เขา้ดว้ยกนั  จะไดว้า่ 
    

v m   F


         ...( 4.16 ) 
 
ในท านองเดียวกนั  จากสมการ 4.10  ท่ีกล่าวไวว้า่  โมเมนตข์องแรงภายนอกกรอบจุด O   
  oo H   M


  

จากรูปท่ี 4.2 ( ช) จะไดว้า่   
)d  v- d  v( m   M  1122o

       ...( 4.17 ) 
ในกรณีท่ีแรงและความเร็วต่าง ๆ  ไม่ไดอ้ยูใ่นระนาบเดียวกนั  สมการทัว่ไป  คือ  

)vd  - v  d ( m   M 1 122o


      ...( 4.18 ) 

โดยท่ี  
1d

 และ 

2d

  คือ  เวกเตอร์ทางต าแหน่งจากจุด  O  ไปยงัจุดศูนยก์ลางของพื้นท่ี 1A  และ  2A   

ตามล าดบั 
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4.5  ระบบมวลแปรผนั ( Variable  Mass System ) 
ในหวัขอ้น้ีเราจะไดก้ล่าวถึงระบบมวลท่ีมีการเปล่ียนแปลงของมวลภายในปริมาตรท่ีก าหนด  เราเรียก
ระบบมวลน้ีวา่  ระบบมวลแปรผนั 

 
 

 
 
 
 
                                       (ก)                                                                          (ข) 

รูปท่ี 4.3   ลกัษณะของระบบมวลแปรผนั 
 
พิจารณารูปท่ี 4.3 ( ก )  ระบบมวล m  ซ่ึงมีความเร็ว  v

    เคล่ือนท่ีไปดูดกลืนมวลซ่ึงเคล่ือนท่ีดว้ย
ความเร็วคงท่ี  0v

   ในทิศทางเดียวกบั v   โดย  0v   v 


  
เม่ือเราพิจารณามวลส่วนท่ีถูกกลืน  โดยระบบมวล  m   จากสมการท่ี 4.16  แรงท่ีระบบมวล  m  กระท า
ต่อมวลท่ีถูกดูดกลืน  เพื่อให้มวลท่ีถูกดูดกลืน  มีความเร็วเพิ่มข้ึนจาก   0v

  เป็น  v  คือ 
  u m    )v - v ( m    R 0








  

โดย 
 m   คือ  อตัราการดูดกลืน  หรือคืออตัราการเพิ่มข้ึนของมวลในระบบมวล m  

u
    คือ  ความเร็วสัมพทัธ์ของระบบมวล  m   เทียบกบัมวลท่ีถูกดูดกลืน 

am    ) R(-   F


  
am     u m   F





  
u m    am    F




       ...( 4.19 ) 

โดย 
  F


   คือ  แรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบมวล  ( ไม่รวมแรงปฏิกิริยาท่ีถูกดูดกลืน  คือ  R-


) 

m       คือ  มวลของระบบ 
a
        คือ  ความเร่งของระบบมวล  m  
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ในท านองเดียวกนั  ส าหรับรูปท่ี 4.3 ( ข )  ระบบมวล  m  มีความเร็ว  v   จะมีการขบัมวลออกจาก
ระบบ  มวลท่ีถูกขบัออก  จะมีความเร็วเป็น  0v

   โดย  0v   v 


   แรงท่ีระบบมวล  m   กระท าต่อ
มวลท่ีถูกขบัออก  เพื่อใหม้วลท่ีถูกขบัออกมีความเร็วลดลงจาก v

   เป็น  0v
   คือ  

 um  um )vv ( m     ) R(-- 0











  

โดย 
 m    คือ  อตัราของมวลท่ีถูกขบัออก  หรือคือ  อตัราการลดลงของมวลในระบบมวล  m  

u
     คือ  ความเร็วสัมพทัธ์ของมวลท่ีถูกขบัออกเทียบกบัระบบมวล  m  

 
เม่ือเราพิจารณาระบบมวล  m   จากสมการ  am    F


    จะไดว้า่ 

am    ) R(-   F


  
am     u m   F





  
u m    am    F




       ...( 4.20 ) 

จะเห็นไดว้า่  สมการท่ี 4.19  และ  4.20  มีรูปสมการเหมือนกนั  แต่จะแตกต่างกนัในการแทนค่า m คือ  
ส าหรับระบบมวลท่ีมีการดูดกลืนมวล  m   จะมีเคร่ืองหมายเป็นบวก  และส าหรับระบบมวลท่ีมีการขบั
ออก  m   จะมีเคร่ืองหมายเป็นลบ  เพื่อความสะดวกในการใชส้มการท่ี 4.19  และ  4.20  เราจะรวม
สมการทั้งสองกรณีเขา้ดว้ยกนั  กล่าวคือ  ระบบมวลจะมีการดูดกลืนมวล  และขบัออกในเวลาเดียวกนั
และจะเปล่ียนเทอมต่าง ๆ ให้อยูใ่นรูปท่ีเขา้ใจไดง่้ายข้ึน  ดงัน้ี 

00i um - u m    am     F







  

)v - v (m - )v - v (m    am     F 00i








    ...( 4.21 ) 

โดย 
F


    คือ  แรงภายนอกท่ีกระท าต่อระบบมวล ( ไม่รวมแรงปฏิกิริยาของมวลท่ีถูกดูดกลืนหรือ 
           มวลท่ีถูกขบัออก ) 
m       คือ  มวลของระบบ 
a
        คือ  ความเร่งของระบบมวล  
v
       คือ  ความเร็วสัมบูรณ์ของระบบมวล 

im  และ 0m   คือ  ขนาดของอตัรามวลท่ีถูกดูดกลืนหรือขบัออกจากระบบมวลตามล าดบั 

iv
  และ 0v

     คือ  ความเร็วสัมบูรณ์ของมวลท่ีจะถูกดูดกลืนและหลงัจากท่ีถูกขบัออกจาก 
                        ระบบมวลตามล าดบั 
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ข้อสังเกต : 
ส าหรับระบบมวลแปรผนัน้ี  เราไม่สามารถใชส้มการของอิมพลัส์และโมเมนตมัของระบบมวล m ได ้ 
ทั้งน้ีเน่ืองจากจะท าใหเ้กิดขอ้ผดิพลาดดงัน้ี  คือ  
จากสมการ 

G    F


  

dt

dm
 v  

dt

vd
 m    ) vm (

dt

d
    F





  

 
ในกรณีท่ีระบบมวลมีการดูดกลืน 

vm    am    vm    am    F i








  

 
และในกรณีท่ีระบบมวลมีการขบัมวลออก 

vm    am    vm    am    F 0








  

 
ซ่ึงจะเห็นไดว้า่ไดผ้ลไม่ตรงกบัสมการท่ี 4.19  และ 4.20 ตามล าดบั  ทั้งน้ีจะแตกต่างกนัท่ีเทอมสุดทา้ย
คือ  vm


   และ  u m


  แต่เน่ืองจาก )v - v ( m    u m 0





    ดงันั้น สมการอิมพลัส์และโมเมนตมัจะใชไ้ด้

กบัระบบมวลแปรผนัก็เฉพาะในกรณีท่ีมวลท่ีถูกดูดกลืน  หรือมวลท่ีถูกขบัออกมีความเร็ว 0v
   เท่ากบั

ศูนย ์ กล่าวคือ  vm    )0 - v ( m    u m








   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



211 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  8/16 
เน้ือหา 

     
ตัวอย่างที ่1 
 เรือดับเพลิงฉีดน ้ าทะเล (ความหนาแน่น  1030  kg/m3)  จากหัวฉีดด้วยความเร็ว  40  m/s  ในอัตรา  
0.080  m3/s  จงหาแรงขบัของเคร่ืองยนตท่ี์จะท าใหเ้รือลอยน่ิงอยูไ่ด ้
 
 
 
 
 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
    ใหพ้ิจารณาผงัวตัถุอิสระของเรือภายใตแ้รงขบัดนั  T  ในแนวระดบั 
     การค านวณ 
 
 
 
 
     
                                      m      =      ρvA     =      Qρ  
                                                 =      1030(0.080) 
                                                 =      82.4     kg/s 
             ]ΔvmF[ xx   ; 
                                        T       =     82.4 (40 cos  30   - 0) 
                                                 =     2854.4    N                                                ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  9/16 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่2   ถา้ความดนัสถิต( Static gauge Pressure ) ท่ีจุด  A เท่ากบั  100  kPa.  และอตัราการไหล  ( 
Mass Flow  Rate )  ของน ้าท่ีท่อทางออก ( จุด B ) QB =  0.2 m3/s   ( ก าหนดใหค้วามหนาแน่นของน ้า  

3W
m

kg
  1000    ρ   ) และมวลของน ้าท่ีจุดศูนยก์ลางมวล ( Center of Mass at G ) เท่ากบั  20  kg. จงหา

ส่วนประกอบของแรงปฏิกิริยาซ่ึงกระท ากบัขอ้ต่อของท่อท่ีจุด A  ดงัแสดงในภาพ   

 
 
วธีิท า   
1) จากสมการการไหลของมวล แบบทรงตวัมัน่ นัน่คือ  QA = QB = Q   ดงันั้น  

    
s

kg
  200    )

s

m
 (0.2)

m

kg
 (100    Qρ    

dt

dm 3

3W   

 
หาความเร็วของน ้าท่ีจุด A และ B  จาก  

       m/s  25.46    
  πm) (0.05

/sm 0.2
    

A

Q
    V

2

3

B

B  

 

       m/s  6.37    
   πm) (0.1

/sm 0.2
    

A

Q
    V

2

3

A

A  

 
2)  หาขนาดของแรงซ่ึงกระท าท่ีจุด A  ( FA)  จากสมการ  AF    =  (PA ) (AA)     
แทนค่าลงในสมการจะได ้
              AF    =  (PA ) (AA)   =  [100 x 103 N/m2] x [ π  (0.1 m )2 ]  =  3141.6  N 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  10/16 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่2 (ต่อ) 

 
และเม่ือพิจารณาจาก  FBD  จะพบวา่  ขนาดของแรง FA  จะประกอบดว้ยแรงยอ่ย  2  แรง  คือ  FX และ 
FY  ส่วนท่ีจุด B  นั้น ค่าความดนัสถิต มีค่าเป็นศูนย ์( PB  =  0 ) เน่ืองจากท่ีจุด B  เป็นความดนับรรยากาศ      
และจากสมการการไหลแบบทรงตวัมัน่ ( Equation  of  Steady  Flow ) จะได ้        
 

                     )V - (V 
dt

dm
    F AXBXX  

ดงันั้น  
          -FX  +  3141.6  =  200  kg/s ( 0 -  6.37 m/s )   ;    FX =  4.41  kN.  ตอบ  
 
และขนาดของแรงยอ่ยในแนวแกน y   หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

             )V - (V 
dt

dm
    F AYBYY ดงันั้น  

          -FY  -  20(9.81) N   =  200  kg/s ( - 25.46 m/s  - 0)   ;  FY =  4.90  kN.  ตอบ  
 
และหาโมเมนตร์อบจุด O  เน่ืองจากการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัของน ้าท่ีไหลจาก จาก จุด A ไป  B  คือ    

                                                                   )Vd - V(d 
dt

dm
    M AOABOBO  

 แทนค่าลงในสมการ   MO + 20(9.81) N (0.125 m)  =  200  kg/s [(0.3 m) x (25.46 m/s) – 0] 
จากการแกส้มการ        MO   =  1.50  kN.m           ตอบ                                                                        
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  11/16 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่3   
หวัเจทฉีดน ้าใส่ใบพดัท่ีรูปร่างดงัแสดงในภาพ    ดว้ยความเร็วท่ีจุด A (  VA = 7.5  m/s )  ซ่ึงท าใหใ้บพดั
เคล่ือนท่ีไปขา้งหนา้  ดว้ยความเร็ว  1.5  m/s  จงค านวณหาแรงยอ่ยในแนวแกน X  ( Fx ) และแรงยอ่ยใน
แนวแกน Y (Fy)   และจงหาก าลงัท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของใบพดัน้ี     

 
 

 
 
 

วธีิท า  
จาก  FBD  ความเร็ว VA =  7.5i    m/s 
และจากการสัมพทัธ์ความเร็วของน ้าท่ีพุง่ออกจากหวัฉีดและ
ความเร็วของใบพดัท่ีเกิดจากแรงของน ้าท่ีกระท ากบัใบพดั 
 
       VW/bl  =  VW  -  Vbl   =  7.5i – 1.5i   =  6i 
 
แต่เน่ืองจากใบพดัมีการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็ว Vbl =  1.5i m/s 
ดงันั้นความเร็วท่ีของน ้าท่ีจุด  B จึงหาไดจ้าก  
 
VB  =  Vbl  -  VW/bl  =  [ 1.5i + 6j ]   m/s    

 
ดงันั้นอตัราการไหลของน ้าท่ีออกจากหวัเจทสู่ใบพดัหาไดจ้าก 

          AW/blW A)(Vρ    
dt

dm
   =  kg/s  12.0    

1000

25
π)6(

9.81

10 x 10
23
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  12/16 
เน้ือหา 

 
ตัวอย่างที ่3  (ต่อ) 
 

 
พิจารณาจาก  FBD  จะพบวา่  แรงกิริยาท่ีเกิดจากการฉีดของน ้ากระท ากบัใบพดันั้น  มีสองแรงยอ่ย  คือ  
แรงในแนวแกน X ( FX) และแรงในแนวแกน Y (FY) 
 
และจากสมการการไหลแบบ Steady  Flow   

)V - (V 
dt

dm
    F A B  

 
-FXi + FYj  =  12.0 ( 1.5i + 6j – 7.5i ) 
 
ดงันั้นแรงปฏิกิริยาในแต่ละแนวแกนมีค่าเท่ากบั 
FX    =  12(6)  =  72   N  
FY   =   12(6)  =  72   N   
 
 หาก าลงัท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของใบพดั  ซ่ึงจากการพิจารณาการเคล่ือนท่ีของใบพดันั้นพบวา่หลงัจาก
ท่ีหวัเจทฉีดน ้าใส่ใบพดั  จะท าใหใ้บพดันั้น  มีการเคล่ือนท่ีเฉพาะในแนวแกน  X  ดงันั้น  ก าลงัท่ีเกิด
จากการเคล่ือนท่ีของใบพดัจะมีค่าเท่ากบั  
 P  =  F . V   =   (72 N) . (1.5  m/s)     =  108  W.     ตอบ     
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12 เลขหนา้  13/16 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
ข้อที ่1 :  Sprinkler  หมุนดว้ยความเร็วคงท่ี  ω  และจ่ายน ้าออกในอตัราปริมาตรการไหล Q  หวัฉีดทั้งส่ี
มีพื้นท่ีหนา้ตดัท่ีทางออกเท่ากบั A จงหาโมเมนต ์ M ท่ีใส่ใหแ้ก่เพลาท่ีให ้  Sprinkler  หมุนดว้ย
ความเร็วดงักล่าว  และส าหรับค่าความดนัและอตัราการไหล Q  ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราการหมุน Oω

ของ Sprinkler  ท่ีเกิดข้ึน  เม่ือใส่โมเมนตใ์ห้แก่เพลา  ก าหนดใหค้วามหนาแน่นมวลของน ้าเป็น ρ  

ตอบ.  ]  
)r(b4A 

Qr
ωω  [

22O


  

 
 
 

 
 
 

 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 
ข้อที ่2 :ไอน ้าจากหวัฉีดพื้นท่ีหนา้ตดั A พุง่เขา้กระทบใบจกัรดว้ยความเร็ว v  ถา้ไอน ้ามีความหนาแน่น
เป็น  ρ  จงหา  A) แรงในแนวยอ่ย  F   และ  R   ท่ียดึติดใหใ้บจกัรอยูก่บัท่ี 

          ตอบ. [ θ) cos-1 ( A v ρ    F 2 θsin  A v ρ    R  , 2  ] 
           B)  แรงท่ีท าใหใ้บจกัรมีความเร็วคงท่ี u  โดย    vu   และมีทิศทางเดียวกบั v  
          ตอบ. [ ) θ cos-1 ( )u -  vA( ρ    F 2 θsin  )u -  v(A  ρ    R  , 2  ] 
 

 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12 เลขหนา้  14/16 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 3. หวัฉีดดงัรูป มีพื้นท่ีทางออกท่ีปลาย B  เท่ากบั A และมีพื้นท่ีทางเขา้ท่ี C เท่ากบั OA  
ของเหลวท่ีจะเขา้หวัฉีด มีความดนัเกจ P  และพุง่ออกจากหวัฉีดดว้ยความเร็ว v  ในทิศทางดงัรูป  ถา้
ของเหลวมีความหนาแน่นคงท่ี  ρ  จงหา ความตึง T  แรงเฉือน Q   และโมเมนตบิ์ด M  ของท่อท่ี C  

ตอบ.   ) θ cos-
A

A
 (A v ρ A P    T

O

 2

 O  θsin  A v ρ    Q  , 2  

         0]-) θsin  vb θ cos  va( [ A v ρ    M   
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 

 
 
 
 
 
 

 
 



218 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12 เลขหนา้  15/16 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 4 . โซ่เส้นหน่ึงยาว L  มีมวล ρ  ต่อหน่ึงหน่วยความยาว  ถูกดึงข้ึนดว้ยแรง P  โดยใหมี้ความเร็ว
คงท่ี v  จงหาแรง P  ในเทอมของระยะ x  และหาพลงังานท่ีสูญเสีย 

ตอบ.  [  ) vgx  ( ρ    P 2  2Lv ρ
2

1
    E  ,   ] 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  297-232 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี 138-140,146-148 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  268-293 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 263-264 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 12 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 12 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 12 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  :  
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สัปดาห์ที ่13 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  5  จลนศาสตร์ของวตัถุเกร็งในระนาบ คร้ังท่ี 13  เลขหนา้ 1/14 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                        5.1  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
                       5.2   การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
                       5.3   จุดหมุนชัว่ขณะ 
                         
 
จุดประสงค์การสอน 
    
                       5.1   เขา้ใจการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบไดถู้กตอ้ง 
                               5.1.1   อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
                               5.1.2   จ  าแนกลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
                                           
                       5.2  เขา้ใจการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ีไดถู้กตอ้ง 
                              5.2.1  อธิบายลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
                              5.2.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
                              5.2.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 
                       5.3  เขา้ใจการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะไดถู้กตอ้ง 
                              5.3.1  อธิบายความหมายของจุดหมุนชัว่ขณะ 
                              5.3.2  อธิบายการหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
                              5.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  13  เลขหนา้  2/14 
เน้ือหา 

5.1  การเคล่ือนทีข่องวตัถุเกร็งในระนาบ 
        การเคล่ือนท่ี  (Motion) คือ  การท่ีวตัถุเปล่ียนต าแหน่งท่ีอยูไ่ปจากต าแหน่งเดิม การเคล่ือนท่ีซ่ึงแบ่ง
ออกตามลกัษณะของการเคล่ือนท่ี สามารถแบ่งออกได ้ 4 ลกัษณะ คือ  
1.  การเล่ือนต าแหน่งในแนวเส้นตรง ( Rectilinear Translation )  
        คือ  การเคล่ือนท่ีซ่ึงทุกเส้นบนวตัถุเกร็งจะอยูใ่นแนวขนานกบัต าแหน่งเดิมตลอดเวลา  ( ไม่มีการ
หมุนหรือการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของเส้นใด ๆ  บนวตัถุเกร็ง  ) และทุก ๆ จุดบนวตัถุเกร็งจะเคล่ือนท่ีในแนว
เส้นตรงท่ีขนานกนั 

 
 

รูปท่ี 5.1  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีแบบการเล่ือนต าแหน่งในแนวเส้นตรง 
 
2.  การเล่ือนต าแหน่งในแนวเส้นโค้ง ( Curvilinear  Translation) 
        คือ  การเคล่ือนท่ีซ่ึงทุกเส้นบนวตัถุเกร็งจะอยู่ในแนวขนานกบัต าแหน่งเดิมตลอดเวลา ( ไม่มีการ
หมุนหรือการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของเส้นใด ๆ  บนวตัถุเกร็ง )  และทุก ๆ จุดบนวตัถุเกร็งจะเคล่ือนท่ีในแนว
เส้นโคง้ท่ีเหมือนกนั 

 
 

รูปท่ี 5.2 แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีแบบการเล่ือนต าแหน่งในแนวเส้นโคง้ 
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3.  การหมุนรอบแกนคงที ่ ( Fixed axis rotation )  
        คือการเคล่ือนท่ีเชิงมุมรอบแกนคงท่ีใด ๆ  ซ่ึงทุก ๆ เส้นบนวตัถุเกร็ง ( รวมเส้นท่ีไม่ผา่นแกนหมุน
ด้วย )  จะกวาดไปเป็นมุมเท่ากันในช่วงเวลาของการเคล่ือนท่ีเดียวกัน  และทุก ๆ จุดบนวตัถุเกร็ง
เคล่ือนท่ีไปบนทางเดินท่ีเป็นวงกลมรอบแกนหมุน ( จุดหมุน ) 

 
 

รูปท่ี 5.3  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีแบบการหมุนรอบแกนคงท่ี ( Rotation about a fixed axis ) 
 
4.  การเคล่ือนทีแ่บบทัว่ไปในระนาบ (  General Plane in Motion ) 
       คือ  การเคล่ือนท่ีในระนาบซ่ึงไม่ใช่การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนต าแหน่งและแบบหมุนรอบแกนคงท่ี  
แต่จะเป็นการเคล่ือนท่ีซ่ึงรวมทั้งการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนต าแหน่งและแบบหมุนเขา้ดว้ยกนั   
     

 
รูปท่ี 5.4  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ ( General Plane  Motion ) 
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5.2  การเคล่ือนทีข่องวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงที่ 
ในกรณีท่ีวตัถุเกร็งมีการเคล่ือนท่ีเชิงมุมเกิดข้ึน  เช่น  การหมุนรอบแกนคงท่ี  หรือการเคล่ือนท่ีแบบ
ทัว่ไปในระนาบ  ส่ิงท่ีตอ้งทราบก็คือวา่  เส้นตรงทุกเส้นบนวตัถุเกร็ง  ซ่ึงเคล่ือนท่ีในระนาบจะมีการ
ขจดัเชิงมุม  ความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุมเท่ากนัหมด 
 

 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.5  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 
พิจารณารูปท่ี 5.5  เส้น 1  และ 2  บนวตัถุเกร็งมีต าแหน่งเชิงมุม  1θ   และ  2θ   วดัจากแนวอา้งอิงคงท่ี
ตามล าดบัและอยูห่่างกนัเป็นมุม β   ซ่ึงจะคงท่ีตลอดเวลา   
นัน่คือ 

βθ    θ 12   
ดงันั้น  

0θ    θ 12    
และ    12 θ    θ    
หรือในช่วงเวลาใด ๆ จะได ้ 2Δθ   1Δθ   ดงันั้น     21 ω    ω    และ  21 α    α   
ในกรณีของการเคล่ือนท่ีเชิงมุมรอบแกนคงท่ี  ความสัมพนัธ์ระหวา่งปริมาณเชิงเส้นและปริมาณเชิงมุม
ของจุดบนวตัถุ ในรูปของเวกเตอร์  มีดงัน้ี 
  r    α    a  ,  )rω(  ω    a   ,    r    ω    v tn


  

เม่ือ 
 a , v

      คือ  ความเร็วเชิงเส้นและความเร่งเชิงเส้นของจุดบนวตัถุเกร็งตามล าดบั 
 α  ,  ω

   คือ  ความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุมของวตัถุเกร็งตามล าดบั 
                 r

        คือ  เวกเตอร์ความยาวจากแกนหมุนไปยงัจุดบนวตัถุเกร็งนั้น 
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ตัวอย่ำงที ่ 1  เทปแม่เหล็กถูกพนัรอบจานตามรูป  ถา้ความเร็ว  v  ของเทปคงท่ี  และถา้ความเร่งของจุด  

A  มีค่าเป็น  3
4    เท่าของความเร่งของจุด  B  จงหารัศมี  r  ของจานอนัเล็ก 

 
 
 

 
 
 
 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
             หาความเร่งของจุด  A  และ  B  ในเทอมของความเร็ว  v  แลว้ใชค้วามสัมพนัธ์ของค่าความเร่ง
ของจุด  A  และ  B  ท่ีก าหนดใหเ้พื่อหารัศมี  r  ท่ีตอ้งการ 
การค านวณ 
             เน่ืองจากความเร็ว  v  มีค่าคงท่ี  จะได ้

                             a     =     na     =     
r

v 2

 

    ส าหรับจุด  A  ;                  Aa     =     
r

v 2

 

    ส าหรับจุด  B  ;                   Ba     =     100
2v  

    จากความสัมพนัธ์ท่ีก าหนดให ้ จะได ้

                                                Aa     =     3
4

Ba  

                                              
r

v 2

   =     3
4










100
v 2

 

                                                  r     =    4/3
100  

                                                                  =     75  มลลิเมตร                                       ตอบ 
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ตัวอย่ำงที่  2 จานกลมเร่ิมหมุนจากต าแหน่งหยุดน่ิงท่ีเวลา t = 0  ดว้ยความเร่งคงท่ี  2rad/s  5  ถา้มวล B 
บนจานซ่ึงวางอยูท่ี่ต  าแหน่ง  r = 250 mm  จะเร่ิมไถลเม่ือความเร่งรวมของมวล B  เท่ากบั  2m/s4   จง
หาเวลาและความเร็วเชิงมุมของจานเม่ือมวล B เร่ิมไถล 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
     วธีิท ำ 
 
มวล B  มีทางเดินเป็นวงกลมรอบจุด A  รัศมีเท่ากบั r = 250 mm  ดงันั้น 
 
   2

nB

2

BB )(a)(aa   
 
              2

tB m/srα)(a 1.250.25(5)  
 
เม่ือเร่ิมไถล 2

B m/sa 4   จะได ้
                                            222

nB m/s)()()(a 3.801.254   

 

      ;rωa 2

n                    2ω0.25380   

                                                    rad/sω 3.90  
  αtωω 0                     5t03.90   
            st 0.78                          ตอบ 
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5.3  จุดหมุนช่ัวขณะ ( Instantaneous  Center  of  Zero  Velocity ) 
 ในหวัขอ้ท่ีผา่นมาความเร็วของจุดบนวตัถุหาไดโ้ดยการเทียบกบัความเร็วของจุดอา้งอิงท่ีก าหนดข้ึน 
ในหวัขอ้น้ีเราจะท าใหง่้ายข้ึนโดยเราจะเลือกใชจุ้ดท่ีมีความเร็วเป็นศูนยใ์นขณะนั้นเป็นจุดอา้งอิง  
จุดอา้งอิงน้ีเรียกวา่  จุดหมุนชัว่ขณะ  ดงันั้นวตัถุก็จะมีการเคล่ือนท่ีโดยการหมุนรอบจุดอา้งอิงชัว่ขณะ  
ดงันั้นเม่ือเวลาผา่นไปจุดหมุนชัว่ขณะก็จะเปล่ียนไป ( ยกเวน้การเคล่ือนท่ีแบบ Fixed – Axis Rotation ) 
และจุดหมุนชัว่ขณะน้ีจะเป็นจุดใดจุดหน่ึงในวตัถุหรือนอกวตัถุก็ได ้
 

 
(ก)                                                   (ข)                                         (ค) 

 
รูปท่ี  5.6    แสดงต าแหน่งของจุดหมุนชัว่ขณะ 

 
การหาจุดหมุนชัว่ขณะ  C   ใหพ้ิจารณารูป  5.6 (ก) สมมุติใหจุ้ด A  และ B  มีความเร็ว  Av

  และ Bv


ตามล าดบั  หากพิจารณาใหจุ้ด A  ในขณะนั้นหมุนเป็นวงกลมรอบจุด ๆ หน่ึง จุดดงักล่าวจะตอ้งอยูใ่น
แนวเส้นตั้งฉากกบั   Av

   ในท านองเดียวกนัจุด B  ก็จะมีลกัษณะเช่นเดียวกบั A ดงันั้นเม่ือเราลากเส้น
ตั้งฉากกบัความเร็ว Av

  และ Bv
   มาตดักนัท่ีจุด C   เราจะไดจุ้ด C เป็นจุดหมุนชัว่ขณะ  จุด C น้ีจะ

เปรียบเสมือนเป็นจุดหมุนของทุก ๆ จุดบนวตัถุนั้น  สามเหล่ียม C BA  ในขณะนั้นถือไดว้า่เป็นส่วน
ต่อของวตัถุ  เส้น  B C ,A  C  และ BA   หรือเส้นอ่ืน ๆ บนวตัถุในขณะนั้นจะมีความเร็วเชิงมุม ω  
เท่ากนั  นัน่คือ 

  AB

B

B

A

A ω    
r

v
    

r

v
    ω   

ในกรณีท่ีความเร็วของสองจุดบนวตัถุอยู่ในแนวขนานกนั  จุดหมุนชั่วขณะ C  ก็สามารถหาไดด้งัรูป 
5.6 ( ข) และ  ( ค ) 
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ขณะท่ีวตัถุเคล่ือนท่ีไป  จุด C   ทั้งในระวางท่ี (Space) และบนวตัถุจะเปล่ียนต าแหน่งไป  โลกสัของจุด 
C ใน  Space เรียกวา่  Space  Centrode  และโลกสัของจุด C บนวตัถุ  หรือ  ส่วนต่อของวตัถุเรียกวา่  
Body  Centrode ท่ีขณะเวลาหน่ึงใด ๆ Curve  ทั้งสองจะสัมผสักนัท่ีตรงต าแหน่ง C  ดงันั้นในช่วงของ 
การเคล่ือนท่ี   Body  Centrode  Curve ก็จะกล้ิงไปบน  Space  Centrode  Curve ดงัรูปท่ี 5.7 
 

 
รูปท่ี 5.7  การเปล่ียนแปลงต าแหน่งของจุดหมุนชัว่ขณะ 

 
ข้อสังเกต : 
จุดหมุนชัว่ขณะคือจุดท่ีมีความเร็วเป็นศูนยห์รือเป็นจุดหยุดน่ิงในขณะนั้นก็จริง  แต่ความเร่งในขณะนั้น
จะไม่เป็นศูนย ์  เราจึงใชจุ้ดหมุนชัว่ขณะเป็นจุดความเร่งศูนยช์ัว่ขณะ  เพื่อหาความเร่งของจุดอ่ืน ๆ ใน
ลกัษณะเช่นเดียวกบัการใชจุ้ด C   ไม่ได ้ในการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ ( General Plane Motion )  
จุดความเร่งศูนยช์ัว่ขณะจะไม่เกิดข้ึน 
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ตัวอย่างที ่3 
วงลอ้รัศมี  mm  300  r   กล้ิงไปทางขวามือดว้ยความเร็ว   m/s  3    vO    โดยไม่เกิดการไถล  จงหา
ความเร็วของจุด A  ในขณะท่ีวงลอ้อยูใ่นต าแหน่งดงัรูป 

 
 
วธีิท า :  
วธีิหาความเร็วสัมพทัธ์โดยใชเ้รขาคณิตและปริมาณสเกลาร์  เลือกจุด O  เป็นจุดอา้งอิง 
 
  A/OBA v    v  v


  

 
ความเร็วเชิงมุมของเส้น  AO  จะเท่ากบัของวงลอ้   

คือ      rad/s  10    
0.3

3
    

r

v
    ω O   

 
] θ r     v[ OA/O

       m/s  2    ) 10 ( x 0.2    vA/O   
 
จากรูป     ความเร็วโดย  Law   s' Cosine   จะได ้

cos120v2v  v    vv A/OO

2

A/O

2

O

2

A   
20(3)(2)cos1 2(2)    (3)  v 222

A   
  m/s  4.36  vA        ตอบ  
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วธีิที ่2 :  
วธีิหาความเร็วสัมพทัธ์โดยใชป้ริมาณเวกเตอร์ 
ในท่ีน้ี 

)r(ω    v   v    v  v OOA/OOA


  

เม่ือ 
  m/s    3i    v  ,  rad/sk    10-    ω O 

  
m/s   )j (0.1    i (-0.173)    ) 30sin  j  30 cos (-i 0.2  rO 

  
 m/s   j 1.73  i 4    ) j 0.1    i 0.173( k  ) (-10    (3)i  vA 

  
  m/s   4.36       )732.1((4)  v 22

A      ตอบ 
 
 
วธีิที ่3 :  วธีิจุดหมุนชัว่ขณะ 
ในท่ีน้ี  ลอ้กล้ิงไปโดยไม่เกิดการไถล  ดงันั้นท่ีจุดสัมผสัระหวา่พื้นและวงลอ้จะตอ้งมีความเร็วเท่ากนัคือ
เท่ากบัศูนย ์  (จุดบนพื้นมีความเร็วเป็นศูนย)์  นั้นคือ จุด C  เป็นจุดชัว่ขณะ  ความเร็วของ  AO  และ 
AC   หรือของวงลอ้จะมีค่าเท่ากนั  คือ  rad/s  10   ในทิศทางตามเขม็นาฬิกา  ความเร็วของจุด A  จะ
อยูใ่นแนวตั้งฉากกบั AC   มีขนาด  rad/s  10    vA   
 
จากรูป    222 30) cos (AO    ) 30sin  AO    OC (    AC   

m  0.436    AC  ,  30) cos (0.2    ) 30sin  0.2    0.3 (    AC 222   
m/s  4.36      (0.436) 10    vA       ตอบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



230 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  13 เลขหนา้  11/14 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
 
ข้อที ่1. จานกลมหมุนรอบแกนตั้งฉาก z  ท่ีขณะหน่ึง ความเร็วของจุดB บนจาน คือ m/s  i0.4  vB


  

และความเร่งในแนวสัมผสัของจุด ของA  คือ  m/s  j1.8   a At


  จงหาความเร็วเชิงมุม ω  และ Ba

  
ในรูปของเวกเตอร์ในขณะนั้น 
ตอบ. 2

B m/s   j1.6 - i1.2-  a


  
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 

 

ข้อที ่2. จานกลมหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี   rad/s  50  ω รอบแกนตามรูป  ซ่ึงท ามุม 
4

3
 tan θ 1-  

กบัระนาบ z-y  จงหาความเร็วและความเร่งของจุด P  ในรูปของเวกเตอร์ท่ี P มีต าแหน่งซ่ึงก าหนด
ดว้ยเวกเตอร์  mm  k48  j64  i60  r


  

ตอบ. 2m/s  k120- j160 - i150-  a


  
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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ข้อที ่ 3 : แขน  OB   ของกลไกมีความเร็วเชิงมุมตามเขม็นาฬิกาเท่ากบั  rad/s  10   ในต าแหน่งดงัรูป  
เม่ือ o45   θ   จงหาความเร็วของ A   ความเร็วของ D  และความเร็วเชิงมุมของแขน  AB  
ตอบ.  m/s  1.501    ) (4.29 ) 0.350 (    vA   , m/s  1.630    ) (4.29 ) 0.381 (    vD   
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
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แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่4 :  ปลอก  C  และ D   เล่ือนบนราวในแนวด่ิง ถา้ปลอก C   มีความเร็ว  mm/s  660  ในทิศทาง
ลง  จงหาความเร็วของ D  และความเร็วเชิงมุมของแขน AB   ในขณะนั้น 

ตอบ.    /srad   1.25     
0.4

0.5
       

AB

v
    ω B

AB  (ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  154-163 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  280 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  297-307,315-324 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี 294 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 13 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 13 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 13 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่14 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  5  จลนศาสตร์ของอนุภาค คร้ังท่ี 14  เลขหนา้ 1/17 

 
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          5.4  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
                           
 
จุดประสงค์การสอน 
 
 
                            5.4  เขา้ใจการหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งไดถู้กตอ้ง 
                                 5.4.1  อธิบายความแตกต่างระหวา่งการเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์กบัแบบสัมพทัธ์ 
                                 5.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์ 
                                 5.4.3  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกนอา้งอิง 
                                           ขนานกบัแนวเดิม 
                                5.4.4   อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกนอา้งอิง 
                                           หมุน 

5.4.5  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของการเคล่ือนท่ีแบบ 
          สัมพทัธ ์
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5.4  การวเิคราะห์การเคล่ือนทีข่องวตัถุเกร็ง 
การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบนั้น  เราสามารถแยกวธีิการวเิคราะห์ออกเป็น  2  แบบ 
คือ  1.  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมบูรณ์  
 2.  การวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมพทัธ์ 
       2.1  แบบแกนอา้งอิงคงท่ีขนานกบัแนวเดิม (Translating) 
      2.2  แบบแกนอา้งอิงเคล่ือนท่ีหมุน 
1.  การวเิคราะห์การเคล่ือนที่แบบสัมบูรณ์ 
       การวเิคราะห์หาความเร็วสัมบูรณ์ ความเร่งสัมบูรณ์ ทั้งเชิงเส้นและเชิงมุมของวตัถุเกร็ง  ซ่ึงเคล่ือนท่ี
อยูใ่นระนาบ มีขั้นตอนการค านวณคือ เราจะเร่ิมดว้ยการสร้างสมการความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิตของ
การขจดัเสียก่อน  เม่ือหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเทียบกบัเวลา  ก็จะไดค้วามเร็วและเม่ือหาอนุพนัธ์อนัดบั
ท่ีสองเทียบกบัเวลา  ก็จะไดค้วามเร่ง 
 
ตัวอย่างที ่1 ลอ้กลมมีรัศมี r กล้ิงไปบนพื้นราบโดยไม่เกิดการไถล  จงหาความสัมพนัธ์ของการเคล่ือนท่ี
เชิงมุมของลอ้กบัการเคล่ือนท่ีเชิงเส้นของจุดศูนยก์ลาง  O  และใหห้าความเร่งของจุดท่ีขอบลอ้  ขณะท่ี
จุดนั้นสัมผสัพื้น 
วธีิท า 

 
 
 
 

 
จากรูปเม่ือลอ้กล้ิงไปทางขวามือ  จากต าแหน่งเส้นประไปยงัต าแหน่งเส้นทึบ  โดยไม่เกิดการไถล  การ
ขจดัเชิงเส้นของจุดศูนยก์ลาง O  คือ  s   จะเท่ากบัความยาวของส่วนโคง้ A C   เส้นรัศมี  C O   จะ
หมุนไปเป็นมุม  θ   วดัเทียบกบัแนวด่ิงมาอยูใ่นต าแหน่ง  C O    ความยาวส่วนโคง้  A C จะเท่ากบั 
rθ  ดงันั้น  เราจะไดค้วามสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต  คือ   

  θr     s   
  ωr       v,  ωr     θr         v  s OO    
  rα    a  ,    αr     θr     a    v      s OOO    
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โดย  θ   จะมีหน่วยเป็น  Radian  และในกรณีท่ีลอ้กล้ิงชา้ลง  ความเร่ง  Oa  จะมีทิศตรงกนัขา้ม Ov  
และความเร่งเชิงมุม  α  จะมีทิศตรงกนัขา้มกบั  ω  
เม่ือจุดท่ีขอบลอ้ C    เคล่ือนท่ีมายงั  C   จะไดร้ะยะตามแนวแกน x  และ y   ดงัน้ี 
 

) θsin  - θ (r     θsin r  - s  x      ) θ cos - 1 (r     θ cosr  -r   y    
) θ cos - 1 ( v  ) θ cos -1 ( θr     x O     θsin    v     θsin  θr    y O   

 θsin  θ   v ) θ cos  - 1 ( v    x OO
     θ cos θ   v  θsin  v    y OO

   
 θsin  rω   ) θ cos  - 1 ( a      2

O     θ cos rω    θsin  a      2

O   
 
ในต าแหน่งท่ีจุด C   สัมผสัพื้น  , 0    θ    ดงันั้น  2rω     y  ,  0    x     ตอบ 
 
นัน่คือขณะท่ีจุด C  สัมผสัพื้นจะมีความเร่งข้ึนอยูก่บัค่า r   และ ω   และมีทิศทางเขา้หาจุดศูนยก์ลาง  O 
ของลอ้ ความเร็วและความเร่งของจุด C  ท่ีต  าแหน่ง θ  ใดๆ คือ y j    x i    v 


  และ  y j    x i    a 




ตามล าดบั 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
.  
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ตัวอย่ำงที ่  2  สายเคเบิลพนัรอบรอก  2  ชั้นตามรูป  ถา้ก าหนดใหค้วามเร็วของสายเคเบิลท่ี  A  และ  B  
เท่ากบั  4  m/s  และ  3  m/s  ทิศทางข้ึนดา้นบน  ตามล าดบั  จงหาความเร็วของจุดศูนยก์ลาง  O  และ
ความเร็วเชิงมุมของรอก 
 
 

 
 

 
 
    หลกัการวเิคราะห์ 
              เน่ืองจากความเร็วของสายเคเบิลก็คือ ความเร็วของจุดบนขอบของรอก  ดงันั้นเม่ือเขียนผงั
ความเร็วของจุดบนรอกก็จะหาความเร็วของจุดศูนยก์ลาง  O  และความเร็วเชิงมุมของรอกได ้
    การค านวณ 

 
 

 
 
 

              ตามผงัความเร็วของจุดบนรอก 

                                       ω    =   
AB

vv BA   

                                              =    0.27
34      

                                              =    3.70  rad/s  ตามเขม็นาฬิกา 
 

                                      ov   =    ωOBvB   
                                              =   3 + 0.090(3.07) 
                                              =   3 + 0.33   
                                                      =   3.33   m/s                                                                       ตอบ 
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ตัวอย่ำงที ่  3  สายเคเบิลจากรอก  A  ท าใหดุ้มของลอ้กล้ิงไปโดยไม่มีการล่ืนไถล  จงหาความเร็วเชิงมุม  
ω  และความเร่งเชิงมุม  α   ของรอก  C  ในขณะท่ีความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุมของ  รอก  A  

เท่ากบั  4  rad/s  และ  3  rad/s2  ในทิศทางทวนเขม็นาฬิกาตามล าดบั 

 
 
 

 
 
 
หลกักำรวเิครำะห์   
เขียนผงัการขจดัของลอ้  B  ในช่วงเวลา  dt  ซ่ึงลอ้มีการกล้ิงไปโดยไม่มีการล่ืนไถลท่ีจุดสัมผสัของดุม
ลอ้กบัผวิของรางก็จะมีความเร็วเป็นศูนย ์
กำรค ำนวณ 
 
 

จากผงัการขจดัของลอ้  B  จะได ้

                       Ads      =    Cds
0.2
0.6         =    3 Cds  

ซ่ึง                    Cv       =     Av
3
1  

                        Cω      =   A3
1

ω  

และเม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของสมการขา้งตน้ก็จะได ้

                           cα    =   A3
1

α  

ดงันั้น                Cω     =    3
4       rad/s 

 และ                  cα       =     3
3     =     1    rad/s2                                                  ตอบ 
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2.  การวเิคราะห์การเคล่ือนที่สัมพทัธ์ 
2.1)  การวเิคราะห์การเคล่ือนทีสั่มพทัธ์แบบแกนอ้างองิเคล่ือนทีข่นานกบัแนวเดิม 
ความเร็วสัมพทัธ์ (Relative  Velocity ) 
ในการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของอนุภาค ส าหรับการเคล่ือนท่ีซ่ึงวดัเทียบกบัแกนอา้งอิงเคล่ือนท่ี
ขนานกบัแนวเดิม เราไดส้มการของความเร็วสัมพทัธ์ คือ  
 
  A/BBA v    v  v


  

 
โดย  A  และ B   คือ  อนุภาคสองอนุภาคท่ีมีการเคล่ือนท่ี  ในการท่ีจะน าสมการน้ีมาใชก้บัการเคล่ือนท่ี
ของวตัถุเกร็ง  เราจะเลือกจุดสองจุด  บนวตัถุเกร็ง  เป็นต าแหน่งอนุภาค A  และ B  การเคล่ือนท่ีของ
จุดหน่ึงเม่ือสังเกตโดยผูท่ี้สังเกตการเคล่ือนท่ีขนานกบัแนวเดิมไปพร้อมกบัอีกจุดหน่ึงจะเป็นวงกลม  
ทั้งน้ีเพราะระยะระหวา่งจุดทั้งสองบนวตัถุเกร็งจะมีค่าคงท่ีเสมอ 
 รูปท่ี 5.8  ( ก )  เราก าหนดใหแ้กน y -x   เคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัจุด B   วตัถุเกร็งจะเคล่ือนท่ีในระนาบ
จากต าแหน่ง  BA  ไปยงัต าแหน่ง  B A   ในช่วงเวลา t  การเคล่ือนท่ีน้ีอาจแบ่งออกไดเ้ป็นสองช่วง  
คือ  
ช่วงแรก  :  วตัถุเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล (Translation ) จากต าแหน่ง   BA  ไปยงัต าแหน่ง B A  ดว้ย
การขจดั  Br 


    

ช่วงหลงั :   วตัถุเคล่ือนท่ีดว้ยการหมุนรอบจุดหมุน B   ไปเป็นมุม  Δθ   จากต าแหน่ง B A   ไปยงั
ต าแหน่ง B A   
 
 
 
 
 
 
                                                          
                              (ก)                                           (ข)                                            (ค) 

รูปท่ี 5.8  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็งแบบแกนอา้งอิงขนานกบัแนวเดิม 
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ในการเคล่ือนท่ีช่วงหลงั  หากเราพิจารณาในแกน  y - x   วตัถุจะมีการเคล่ือนท่ีแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
(Fixed-axis Rotation)  รอบจุด  B  ดว้ยการขจดัของจุด A  เท่ากบั  A/Br   ดงัรูปท่ี 5.8 ( ข ) 
 
การเคล่ือนท่ีของวตัถุทั้งสองช่วงท่ีกล่าวขา้งตน้  เราไดก้ าหนดใหแ้กน y -x  เคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัจุด 
B แต่ในกรณีท่ีเราก าหนดให้แกน y -x   เคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัจุด A  การเคล่ือนท่ีของวตัถุแรกจะเป็น
แบบเล่ือนไหลดว้ยการขจดั Ar 


  และในช่วงหลงัวตัถุจะหมุนรอบจุด B  เท่ากบั A/Br 


  ดงัรูป 5.8 ( ค ) 

ซ่ึงจะเห็นไดว้า่  A/BB/A r -    r 


  
 
เม่ือก าหนดแกน y -x   อยูท่ี่ B  การขจดัทั้งหมดของ  A   คือ  
  A/BBA r    r     r 


  

 
นัน่คือ  A/Br 


   จะมีขนาดเท่ากบั  θ Δr   เม่ือ θ Δ   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์

จะเห็นไดว้า่การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์เชิงเส้น  ( Relative  Linear  Motion )  A/Br 


   (จาก   A   ไปยงั A ) 
จะประกอบดว้ยส่วนของการเคล่ือนท่ีสัมบูรณ์ ( Absolute  Angular  Motion ) θ Δ    
เม่ือหารดว้ยช่วงเวลา  tΔ   ซ่ึงมีคา่เขา้ใกลศู้นย ์ จะไดว้า่  
 

A/BBA v    v  v


       ...( 5.1 ) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.9  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
 
 



241 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  14  เลขหนา้  8/17 
เน้ือหา 

การเคล่ือนท่ีของวตัถุ  ซ่ึงแยกออกไดเ้ป็น  2  ช่วง  จะมีความเร็วในแต่ละช่วง  ดงัแสดงในรูปท่ี 5.9  
กล่าวคือความเร็วสัมบูรณ์ท่ีจุด A คือ  ผลบวกของเวกเตอร์ของการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล 
(Translation)   Bv

   และส่วนของการเคล่ือนท่ีแบบหมุน ( Rotation ) r  ω    vA/B


   โดย 

ωr     vA/B    เม่ือ θ    ω   เป็นความเร็วเชิงมุมสัมบูรณ์ของ BA  
 
ข้อสังเกต  : 
ความเร็วสัมพทัธ์เชิงเส้น (Relative  Linear  Velocity)   A/Bv

  จะมีทิศทางในแนวตั้งฉากกบั r
  เสมอ

และ ABω    ω


  ก็คือ  ความเร็วเชิงมุมของวตัถุเกร็ง 
 
ความเร่งสัมพทัธ์ ( Relative  Acceleration ) 
จากสมการ 
  A/BBA v    v  v


  

เม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา t   จะไดว้า่ 
  A/BBA a    a  a


       ...( 5.2 ) 

 
นัน่คือ ความเร่งของจุด  A  จะเท่ากบัผลบวกทางเวกเตอร์ของความเร่งของจุด B และความเร่งของจุด 
A เม่ือสังเกตจากผูส้ังเกตท่ีเคล่ือนท่ีขนานกบัแนวเดิมไปพร้อมกบัจุด B  
เน่ืองจากการเคล่ือนท่ีในช่วงหลงั จุด A  เคล่ือนท่ีเป็นวงกลมรอบจุด B ดงันั้นสมการ ( 5.2 )  จึงเขียน
ไดเ้ป็น  
  tA/BnA/BBA )a(    )a (   a  a


     ...( 5.3 ) 

 

โดยท่ี  2

2

A/B
nA/B ωr     

r

v
    )(a     มีทิศทางพุง่เขา้หาจุด B  

  αr      v    )(a A/BtA/B        ในแนวตั้งฉากกบั  r   และมีทิศทางสัมพนัธ์กบั α  
หรือ    rα  )a (   ,   )r  ω(ω    )a( tA/BnA/B


  

เม่ือ 
α
      คือ  ความเร่งเชิงมุมสัมบูรณ์ของวตัถุเกร็ง 
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การเคล่ือนท่ีของวตัถุซ่ึงแยกเป็นสองช่วง  จะมีความเร่งในแต่ละช่วงดงัแสดงในรูปท่ี  5.10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.10  การพิจารณาความเร่งสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็ง 
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ตัวอย่ำงที ่  4  ปลาย  A  ของแขน  AB  มีความเร็วตามท่ีแสดงไวใ้นรูป  ส่วนปลาย  B  ถูกบงัคบัให้
เคล่ือนท่ีในร่อง  ท่ีต าแหน่งตามรูป  จงหาความเร็วของ  B  และความเร็วเชิงมุมของแขน  AB 
 
 

 
 
 
 
หลกักำรวเิครำะห์ 
              ใชส้มการความเร็วสัมพทัธ์   โดยทัว่ไปจะเขียนสมการของความเร็วของจุดท่ีจะหาความเร็ว      
(จุด  B)  เทียบกบัจุดท่ีรู้ความเร็วแลว้ (จุด  A) 
    กำรค ำนวณ 
            Bv

      =     B/AA vv


  
    โดยท่ี        
           Bv

    มีทิศทางในแนวของร่องท ามุม  60  องศา  กบั  AB 
           Av

    มีทิศทางและขนาดตามรูป 
        B/Av

    มีทิศทางตั้งฉากกบั  AB 
 

           เขียนรูปเวกเตอร์ของความเร็วและใชก้ฎของไซน์จะได ้

                 
50sin

vB     =   
30

2
sin      

                      Bv        =     




30
2sin50
sin       =    3.06   m/s                                                ตอบ 

                    B/Av       =      5030 cosvcosv AB   
                                   =     502303.06 coscos                                                        ตอบ 
                                   =     3.94   m/s 

                   ABω        =      
AB

B/Av        =    0.5
3.94  

                                       =      7.88     rad/s  ทวนเขม็นาฬิกา                                                     ตอบ 
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2.2  การวเิคราะห์การเคล่ือนทีสั่มพทัธ์แบบแกนอ้างองิหมุน 
การเคล่ือนท่ีของอนุภาค A  ซ่ึงสังเกตการเคล่ือนท่ีจากอนุภาค B ซ่ึงเคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัแกนอา้งอิง
เคล่ือนท่ีหมุน ( Rotating Reference  Axes )  มีความสัมพนัธ์ดงัน้ี 
  relBA v)rω (    v    v


  

เม่ือ 
 Av

         คือ    ความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาค A  
 Bv

         คือ    ความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาค B  
 rω


     คือ    ความเร็วสัมพทัธ์ของจุด P  เทียบกบัจุด  B  

                                    ( P  เป็นจุดบนระนาบของแกนเคล่ือนท่ีหมุนและอยูซ่อ้นกบั A ) 

relv
      คือ    ความเร็วสัมพทัธ์ของ  A  เทียบกบั  P  

ดงันั้น 

A/PP/BBA vv    v    v


  

A/PPA v    v    v


      ...( 5.4 ) 
ในท านองเดียวกนั  จากสมการความเร่งสัมพทัธ์ 
  relrelBA a)vω(2)rω(ω)rω (    a    a


  

เม่ือ 

Aa
  คือ  ความเร่งสัมบูรณ์ของอนุภาค A  

Ba
  คือ  ความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาค B  

         rω
          คือ  ความเร่งสัมพทัธ์ของจุด P  เทียบกบั  B   ในแนวสัมผสั =  tP/B )a(

  
  rωω


         คือ  ความเร่งสัมพทัธ์ของจุด P  เทียบกบั  B   ในแนวตั้งฉาก =  nP/B)a(

  

rela
       คือ  ความเร่งสัมพทัธ์ของจุด A  เทียบกบั  P    

ดงันั้น 

A/PrelnP/BtP/BBA a)vω(2)a(    )a(    a    a


  

A/PrelPA a)vω(2   a    a


       ...( 5.5 ) 
ในการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบแกนอา้งอิงเคล่ือนท่ีหมุนของวตัถุเกร็งสองช้ิน  เราจะก าหนดจุด A  เป็น
จุดบนวตัถุเกร็ง ส่วนจุด P  และจุด  B  จะอยูบ่นวตัถุเกร็งอีกช้ินหน่ึง  โดยจุด   A  และ  P  จะซอ้นกนั
อยู ่ สมการท่ีใชจ้ะอยูใ่นรูปของสมการ 5.4  และ  5.5 
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ตัวอย่างที ่ 5  : หมุด A บนแขน  CA เคล่ือนท่ีอยูใ่นร่องของแขน  OD  ถา้แขน OD   หมุนดว้ย
ความเร็วเชิงมุม  rad/s  2    ω     ในทิศทางตามเขม็นาฬิกาและมีค่าคงท่ีในช่วงหน่ึงของการเคล่ือนท่ี
ในต าแหน่ง  o45    θ  ซ่ึงแขน CA อยูใ่นแนวระดบั  จงหา 
A) ความเร็วของหมุด A  ความเร็วเชิงมุมของแขน CA และความเร็วสัมพทัธ์ของหมุด A  เทียบกบัร่อง 
B)  ความเร่งของหมุดA  ความเร่งเชิงมุมของแขน CA  และความเร่งสัมพทัธ์ของหมุด A  เทียบกบัร่อง 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า  
พิจารณาระบบวตัถุเกร็งซ่ึงประกอบดว้ยวตัถุเกร็ง  2   ช้ิน คือ   
 แขน  CA  มีการหมุนรอบจุด  C  
 แขน  OD  มีการหมุนรอบจุด O  
 
หมุด A  บนวตัถุเกร็ง  CA   เคล่ือนท่ีอยูใ่นร่องของแขน  OD   (เส้นทางการเคล่ือนท่ีของหมุด A )  
ซ่ึงหมุนไป  ดงันั้นจะวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีแบบสัมพทัธ์เทียบกบัแกนอา้งอิงหมุน  โดยก าหนดแกน
อา้งอิง  y-x   ตามท่ีรูปก าหนดในรูป  หมุนไปพร้อมกบัแขน OD   และก าหนดจุด P เป็นจุดบน
แขนOD (ติดกบัเส้นทางการเคล่ือนท่ี)  และทบักบัจุด A  
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A) จากสมการความเร็วสัมพทัธ์เทียบกบัแกนหมุน :  
 A/PPA v  v  v    

   ω CA    v CA  A   ทิศทางตั้งฉากกบัแขน CA  

mm/s  2 250    )
2

2 225
(     ω OP    v   OPP   

ทิศทางตั้งฉากกบัแขน OP   ไปในทาง  OPω  
เขียนผงัเวกเตอร์  ซ่ึงจากผงัดงักล่าวจะได ้

 mm/s   900         )2( 2 450    vA   
mm/s        2 450    vA/P   

   rad/s  4    
225

900
   ωCA    

B) จากสมการความเร่งสัมพทัธ์เทียบกบัแกนหมุน :  

A/PrelPA a   v  x  2ω   a  a


  
 
หมุด  A เป็นจุดท่ีอยูบ่นแขน  CA ซ่ึงหมุนรอบ  C   จะไดว้า่   
 tAnAA )a (    )a(  a


  

mm/s  3,600   (4) 225   ω CA    )a( 22

CAnA 
 ทิศทางจากจุด  CA  

CAtA α CA      )a( 
   ทิศทางตั้งฉากกบั  CA  

 
จุด P   เป็นจุดบนแขน  OD  ซ่ึงหมุนรอบจุด O   จะได ้
 nPtPP )a (    )a(  a


  

mm/s    2 900   (2) 2 225   ω OP    )a( 22

OPnP 
 ทิศทางจากจุด  OP   

0α OP      )a( OPtA 
   เน่ืองจาก  const.ωOP   

 
)2 2(2)(450     v2ω    v  x  ω 2 A/POPrel 

  
  2mm/s  2 1,800     ทิศทางตั้งฉากกบั  relv

  หรือ  A/Pv
   ในทาง  OPω  

  x         a A/P
  ทิศทางในแนวร่อง 
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เขียนผงัความเร่งและจากผงัดงักล่าว  จะได ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2

tA mm/s  7,200      )a( 
  

 2

A/P mm/s  8,910      a  
  

 2

CA s / rad  32     
225

7,200
        α   ทิศทางตามเขม็นาฬิกา 

 
222

A mm/s  8,050    (3,600)  (7,200)   a   
 

และท ามุม    63.4     
3,600

7,200
  tan  θ o1-   กบัแนวระดบั  ตอบ 
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ข้อที ่ 1 :  ถา้แขน  OA    มีความเร็วเชิงมุมคงท่ีเท่ากบั  rad/s  4   ในทิศทางทวนเขม็นาฬิกา  ใน
ต าแหน่ง  เม่ือ o45    θ    ซ่ึงแขน  AB   อยูใ่นแนวระดบัและแนว  BD   อยูใ่นแนวด่ิง  จงหาความเร่ง

เชิงมุมของจาน  DB    ตอบ.    rad/s  3.77    
0.15

0.566
    ωDB  (CCW),  

rad/s  1.415    
0.4

0.566
    ωAB  (CCW)  

, 2

DB rad/s  9.75    
0.15

0.463
       α  (CCW) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ข้อที ่2 :  การเคล่ือนท่ีของแผน่สามเหล่ียมดา้นเท่า  ABC  ถูกควบคุมโดยกระบอกสูบไฮดรอลิกส์ D  
ถา้กา้นสูบในกระบอกเคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็วคงท่ีเท่ากบั m/s  0.3 จงหาความเร็วและความเร่งของจุด
ศูนยก์ลางของลูกกล้ิง  B ในร่องแนวระดบั และความเร็วและความเร่งเชิงมุมของขอบ CB   เม่ือ  

o30    θ     
ตอบ.  2rad/s  1.732     α   
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ข้อที ่ 3 :  แขน  AD   และแขน  BC   ต่อโยงกนัดว้ยปลอกเล่ือน C   ถา้ความเร็วสัมพทัธ์ของปลอก
เล่ือนเม่ือเทียบกบัแขน  AD   เท่ากบั  mm/s  225  ในทิศทางพุง่ออกจากจุด A   และมีค่าคงท่ี  จงหา
ความเร็วเชิงมุมของแขนทั้งสอง 

ตอบ.    rad/s   2.52    
106.4

268.1
    ωAD  (CW) ,   rad/s   1.30    

269.5

350
    ωBC  (CW)  
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  164-185 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  312-315,336-341 

เอกสารประกอบ 

 
-  ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 14 
-   ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 14 
-  ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 14 
 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  :  
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สัปดาห์ที ่15 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  6  จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็ง คร้ังท่ี 15 เลขหนา้ 1/25 

                     
 
 
ช่ือบทเรียน         
                          6.1  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
                          6.2  สมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
                            
จุดประสงค์การสอน 
 

                            6.1  เขา้ใจหลกัการโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลไดถู้กตอ้ง 
                            6.1.1  อธิบายสมการของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
                            6.1.2  อธิบายความหมายของรัศมีไจเรชัน่ 
                            6.1.3  ค านวณหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
                             

                                6.2  เขา้ใจสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งไดถู้กตอ้ง 
                            6.2.1   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล 
                                       ในแนวเส้นตรง 

                                       6.2.2   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหล 
                                                  ในแนวเส้นโคง้ 
                                     6.2.3   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบการหมุน 
                                                รอบแกนคงท่ี 
                                     6.2.4   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบเคล่ือนท่ี 
                                                ทัว่ไปในระนาบ 

                                       6.2.5   อธิบายสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งท่ีมีการเคล่ือนท่ีแบบหมุน 
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จลนศาสตร์ของวัถตุเกร็งในระนาบ 
จนศาสตร์ของวตัถุเกร็งจะกล่าวถึงความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงภายนอกซ่ึงกระท าต่อวตัถุและการเคล่ือนท่ี
ของวตัถุ  อนัเป็นผลต่อเน่ืองทั้งในการเคล่ือนท่ีแบบ  Translation  และ  Rotation  โดยเราจะไดน้ า
สมการคิเนเมติกส์ของวตัถุเกร็งท่ีไดก้ล่าวมาแลว้ในหน่วยการเรียนท่ี 5  มาใชใ้นหน่วยการเรียนน้ี  ใน
หน่วยการเรียนท่ี 3  เราไดก้ล่าวถึงการเคล่ือนท่ีในระนาบของอนุภาค  และการค านวณโดยใชส้มการ
การเคล่ือนท่ีในแนวยอ่ยสองสมการ  ส าหรับการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ  ในหน่วยการเรียนน้ี  
เราจ าเป็นตอ้งมีสมการของโมเมนตเ์พิ่มข้ึนมาอีกสมการหน่ึง เพื่อก าหนดสภาวะการหมุนของวตัถุเกร็ง 
หลกัการพื้นฐานของการค านวณเก่ียวกบัจลนศาสตร์  คือ  การแยกเอาระบบหรือวตัถุออกมาเขียน
แผนภาพ ( Diagram ) เช่น  เม่ือตอ้งการหาความสัมพนัธ์ของแรง  มวล  ความเร่งหรือโมเมนตมั ณ. ขณะ
ใด ๆ  โดยใชส้มการการเคล่ือนท่ีในการค านวณ  เราก็จะแยกออกมาเขียน  Free Body Diagram  (FBD) 
ซ่ึงแสดงแรงทั้งหมดท่ีกระท าต่อระบบหรือวตัถุแยกออกมาเขียนแผนภาพ  หรือ เม่ือใชห้ลกัการของงาน
และพลงังานในการค านวณ ก็แยกออกมาเขียน Active  Force  Diagram ซ่ึงแสดงแรงภายนอกทั้งหมดท่ี
ท าใหเ้กิดงานบนระบบหรือวตัถุนั้น  การแยกออกมาเขียนแผนภาพน้ี  จะช่วยใหเ้กิดงานบนระบบหรือ
วตัถุนั้น  การแยกอกมาเขียนแผนภาพน้ีจะช่วยใหก้ารค านวณง่ายและรวดเร็วยิง่ข้ึน 
 
6.1 โมเมนต์ความเฉ่ือยของมวล ( Mass  Moment  of  Inertia ) 
สมการโมเมนตร์อบแกนซ่ึงตั้งฉากกบัระนาบการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง จะประกอบไปดว้ยเทอมอินทิ
กรอล ( Integral ) ซ่ึงมีค่าข้ึนอยูก่บัการแผก่ระจายของมวลรอบแกนหมุนนั้น  โดยเทอมอินทิกรอลน้ีจะ
เกิดข้ึนก็ต่อเม่ือวตัถุเกร็งนั้นมีการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งเชิงมุม  ดงันั้นในหวัขอ้น้ีเราจะศึกษาถึงเทอม
อินทิกรอลส าหรับวตัถุเกร็งท่ีมีรูปทรงต่าง ๆ 
 

 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 6.1  การเกิดโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
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พิจารณาวตัถุเกร็งมวล  m   ดงัรูปท่ี 6.1  ซ่ึงหมุนรอบแกน O - O   ดว้ยความเร่งเชิงมุม α   ทุก ๆ 
อนุภาคของวตัถุ จะอยูใ่นระนาบท่ีขนานกนัและต่างก็ตั้งฉากกบัแกนหมุน  O - O  
พิจารณามวล  dm  ท่ีอยูใ่นระนาบขนานระนาบหน่ึง มวล dm จะมีความเร่งในแนวสัมผสักบัโคง้
วงกลมของการเคล่ือนท่ีมีค่าเท่ากบั  rα   จากกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั  จะไดว้า่  แรงลพัธ์ในแนว
สัมผสัท่ีกระท าต่ออนุภาคและท าใหเ้กิดความเร่ง  rα   ดงักล่าวคือ  dm rα   โมเมนตร์อบแกน O - O  
ของแรงน้ีคือ dm αr 2 ผลรวมของโมเมนตข์องแรงในลกัษณะน้ีของทุกอนุภาคคือ  
  dm αr       M 2

O-O    
แต่เน่ืองจากทุกเส้นรัศมี r  มีความเร่งเชิงมุมเท่ากนั  คือ 
    dmr α       M 2

O-O   
เทอม   dmr 2

  น้ีคือ  โมเมนตค์วามเฉ่ือยเชิงมวล  m   รอบแกน  O - O  
  dmr       I  2

       ...( 6.1 ) 
โมเมนตค์วามเฉ่ือยเชิงมวลจะมีส่วนเก่ียวขอ้งกบัการวเิคราะห์ความเร่ง และจะเป็นค่าแสดงคุณสมบติั
ของวตัถุ  เช่นเดียวกบัปริมาณมวล  m   กล่าวคือ มวล m   จะเป็นค่าวดัถึงความสามารถในการตา้นทาน
การเกิดความเร่งของการเคล่ือนท่ีเชิงเส้น  ( Translational  Acceleration ) 
 
โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล  อาจเขียนเป็นอีกลกัษณะหน่ึงไดคื้อ   

2

iirm       I    
โดย 
  ir    คือ  ระยะรัศมีจากแกนความเฉ่ือยไปยงัอนุภาคมวล  im     
 
ถา้อนุภาคของมวล m   มีความหนาแน่น ρ   เท่ากนัตลอดจะได ้
   

dVr ρ      I  2

  
โดย dV     คือปริมาตรของมวล    dm   
 
หน่วยของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลคูณกบัระยะทางยกก าลงัสอง ในระบบ  SI  คือ  2kg.m  
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1.  รัศมีไจเรช่ัน ( Radius of  Gyration , k  ) 
Radius of  Gyration  , k   ของมวล  m   รอบแกนหน่ึง  ซ่ึงมีค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกนนั้น
เป็น  I  คือ 

    
m

I
   k       

หรือ  
  mk       I 2        ...( 6.2 ) 

ค่า k  น้ีจะแสดงถึงการแผก่ระจายของมวลรอบแกนนั้น  การกล่าวถึงโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบ
แกนใดแกนหน่ึง   มกัจะก าหนดค่า  mและ Radius of  Gyration  , k   รอบแกนนั้นมาให ้ ดงันั้น ค่า
โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลจึงหาไดจ้ากสมการท่ี ( 6.2 ) 
 
2. การย้ายแกนแบบขนาน ( Transfer  of  Parallel axis ) 
ในกรณีท่ีเราทราบค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของวตัถุรอบแกนซ่ึงผา่นจุดศูนยก์ลางของมวล ( แกนน้ีเรียกวา่ 
Centroidal  Axis )  เราสามารถน าไปใชห้าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของวตัถุน้ีรอบแกนอ่ืน ๆ  ซ่ึงขนานกบั  
Centrodial  Axis ไดด้งัน้ี 

 

 
 

รูปท่ี 6.2  การยา้ยแกนแบบขนาน 
 
พิจารณามวล m  มีแกน O - O  เป็นแกนผา่นจุดศูนยก์ลางของมวล G ( Centroidal  Axis )  แกน A -A  
เป็นแกนใด ๆ ท่ีขนานกบัแกน O - O  และอยูห่่างจากแกน O - O  เป็นระยะ d   ระยะจากแกนทั้งสอง
ไปยงัมวล dm  คือ Or   และ r  ดงัรูปท่ี 6.2 
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จาก  Law of  Cosine  
 cosθ d r 2  d  r    r O

22

O

2   
 
โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกน A -A คือ 
 dmr       I  2

  
 )dm θ cos d r 2 d  r (       I  O

 22

O     
    dmu  2d  dm d  dm r       I  22

O   
เม่ือ  

 θ cos r  u     O  
 I    dmr   2

O         คือ  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล  m   รอบ Cetrodial  Axis , O - O   
 0    m u    dmu    (เพราะวา่ Coordinate u ของจุดศูนยก์ลางมวล G  บนแกน O - O  คือ  0u  ) 

 
ดงันั้น   
  2d m    I       I        ...( 6.3 ) 
เม่ือ 

I     คือ  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล m  รอบแกนใด ๆ ซ่ึงขนานกนั Centroidal Axis และ 
        ห่างจาก Centrodial  Axis เป็นระยะ d  

I     คือ  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล m  รอบแกน  Centroidal Axis นั้น 
 
ข้อสังเกต : 
การยา้ยแกนโดยใชส้มการท่ี (6.3) น้ีจะกระท าไดร้ะหวา่งแกนสองแกนซ่ึงขนานกนัและเม่ือมีแกนหน่ึง
เป็นแกนผา่นจุดศูนยก์ลางมวลเท่านั้น 
เม่ือแทนค่า  mk       I  2 ในสมการท่ี (6.3)  จะไดว้า่ 
   222 d    k       k       ...( 6.4 ) 

 
k     คือ  Radius  of  Gyration  ของมวล   m   รอบแกนใด ๆ  ซ่ึงขนานกบั Centrodial  axis   

         และห่างจาก  Centrodial  axis    เป็นระยะ d   
k     คือ  Radius  of  Gyration  ของมวล   m   รอบ  Centrodial  axis  นั้น 
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3.  โมเมนต์ความเฉ่ือยของแผ่นบาง ( Moment  of  Inertia  of  Thin  Plate ) 

 
รูปท่ี 6.3  แผน่บาง 

 
พิจารณาแผน่บางซ่ึงมีความหนาสม ่าเสมอ  t  และมีความหนาแน่นมวลสม ่าเสมอ ρ   โมเมนตค์วาม
เฉ่ือยของแผน่บางรอบแกน  z   ซ่ึงตั้งฉากกบัแผน่บาง  คือ  
    dArρt     dmr     I  2 2

zz  
แต่ 
          z

 2 J   dA    r  
ดงันั้น   zzz Jρt     I        ... ( 6.5 ) 
 
นัน่คือ  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกน )(I   z zz    มีค่าเท่ากบัมวลต่อหน่ึงหน่วยพื้นท่ี ) t ρ ( คูณ
ดว้ยโมเมนตค์วามเฉ่ือยเชิงขั้วของพื้นท่ีแผน่บางรอบแกน )J (   z z  ซ่ึงตั้งฉากกบัแผน่บาง 
ถา้ความหนา t   มีค่านอ้ยมากเม่ือเทียบกบัขนาดของแผน่บาง  เราจะไดค้่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล
รอบแกน x  และ y   ซ่ึงมีค่าเป็น  

         x

 2 2

xx I t ρ    dAyρt     dmy     I    ...( 6.6 ) 
         y

 2 2

yy I t ρ    dAxρt     dm x    I    ...( 6.7 ) 
จากความสัมพนัธ์ของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของพื้นท่ี  คือ  yxz I    I    J     ดงันั้น 
  yyxxzz I    I    I       ...( 6.8 ) 
สมการท่ี 6.8  น้ี  จะใชไ้ดใ้นกรณีท่ีเป็นแผน่บางเท่านั้น  และสามารถน าไปใชก้บัแผน่เรียบท่ีมี  
Differential  Thickness  หนาเท่ากบั  zd   ในกรณีน้ีสมการ  6.8  จะเขียนไดเ้ป็น   

  yyxxzz I d    I d    I d       ...( 6.9 ) 
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4. โมเมนต์ความเฉ่ือยของมวลรูปทรงประกอบ(Mass Moment of Inertia  of Composite Bodies )   
การหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล  ซ่ึงประกอบดว้ยรูปทรงต่าง ๆ รอบแกนใด ๆ จะเท่ากบัผลรวม
ของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของแต่ละรูปทรงยอ่ยรอบแกนนั้น เน่ืองจากโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลจะ
ประกอบดว้ยเทอมของระยะทางก าลงัสอง ดงันั้นจึงมีค่าเป็นบวกเสมอ ในการพิจารณาโมเมนตค์วาม
เฉ่ือยของแต่ละรูปทรงยอ่ย  เราจึงพิจารณาวา่ส่วนใดเป็นปริมาตรบวกหรือลบ  โดยส่วนท่ีเป็นปริมาตร
บวก  ค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยก็เป็นบวก  และส่วนท่ีเป็นปริมาตรลบ  เช่น  ช่องวา่ง  รู  ก็จะมีค่าเป็นลบ 
 
ในการหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล  เราจะสามารถหาไดส้องวธีิดงัน้ี 
1.  วธีิหาโดยตรง :  เราจะแบ่งมวล    m   ออกเป็นมวลยอ่ย  dm  และหาระยะ r   จากแกนความเฉ่ือยไป
ยงัมวลยอ่ย dm   แลว้ท าการอินทิเกรตหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล  m  ทั้งหมดรอบแกนความเฉ่ือย
นั้น  ดงัสมการท่ี 6.1  คือ  dmr       I  2

  
 
2. วธีิย้ายแกน : ในกรณีท่ีเราตอ้งการหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล m  ซ่ึงมีลกัษณะรูปทรง
มาตรฐาน เช่น  รูปทรงส่ีเหล่ียม  รูปทรงกรวย  รอบแกนใด ๆ  เราก็จะหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล   
m  รอบแกนซ่ึงขนานกบัแกนท่ีตอ้งการนั้น  โดยอาศยัตารางค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรูปทรง
มาตรฐาน  แลว้จึงท าการยา้ยแกนเพื่อหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือย  ของมวลรอบแกนท่ีตอ้งการนั้น  โดยใช้
สมการท่ี (6.3)  คือ  2d m    I       I    
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ตัวอย่างที ่1  จงหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยและ  Radius  of  Gyration, k     ของรูปทรงกระบอกตนัเน้ือ
เดียว  ซ่ึงมีมวล  m  และรัศมี  r   รอบ  Centrodial  Axis  , O - O  

 

 
 

วธีิท า 
        ใหท้รงกระบอกมีความหนาแน่น  ρ   และก าหนดส่วนยอ่ยของมวลดงัรูป 
 dθ dr r t ρ    dV ρ      dm OO  

   

2π

0

r

0

O

3

O

2

OO-O dθdrr t  ρ     dm r     I  

 2
4

O-O mr
2

1
    

2

r π
 t ρ    I       ตอบ 

 
และ  Radius  of  Gyration 

 
2

r
      

m

I
   k         ตอบ 

ข้อสังเกต :   
ในท่ีน้ีมวล m  เป็นรูปทรงมาตรฐาน ( ทรงกระบอก ) เราหาค่า I   รอบแกน O - O  โดยวธีิตรง  ค าตอบ

ท่ีไดจ้ะมีค่าตรงกบัท่ีอ่านไดจ้ากตารางค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของรูปทรงมาตรฐาน คือ  2

O-O mr
2

1
    I    

อีกประการหน่ึง การก าหนดส่วนยอ่ยของมวล dm  น้ีจะตอ้งห่างจากแกนความเฉ่ือย O - O   เท่ากนั
หมด  คือ Or  จึงจะใชไ้ด ้
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ตัวอย่างที ่2 :  
จงหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของแท่งส่ีเหล่ียมตนัเน้ือเดียว  มวล m  รอบแกน z,x O   และ x  
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า : 
          ใหแ้ท่งส่ีเหล่ียม  มีความหนาแน่น  ρ   และก าหนดส่วนยอ่ยของมวลเป็นแผน่ส่ีเหล่ียมในระนาบ
ตั้งฉากกบัแกน z   และมีความหนา  dz   ดงัรูป 
 โมเมนตค์วามเฉ่ือยของพื้นท่ีรอบแกน  x   และแกน y   ของส่วนยอ่ยของมวล  จากตาราง
โมเมนตค์วามเฉ่ือยของพื้นท่ีมาตรฐาน มีค่าเท่ากบั   

 3

y

3

x b a 
12

1
    I            ,          ba 

12

1
    I     

ดงันั้น  โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกน  x   และแกน y   ของส่วนยอ่ยของมวลจากสมการท่ี 6.6  
และ  6.7  จะมีค่าเป็น 

 )ba
12

1
z)( ρ(d    I d 3

xx       ,   )b a
12

1
z)( ρ(d    I d 3

yy   

จากสมการท่ี (6.8) 

    )b  a (
12

ab
 (dz) ρ    I d    I d    I d 22

yyxxzz    

        dz )b  a (
12

ab
 ρ    I d    I

l

0

22

zz
zz    

                          )bm(a
12

1
     dz )b  a (

12

ab
 ρ    I d    I 22

l

0

22

zz
zz    ตอบ 

โมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกน  Ox   หาไดโ้ดยการเปรียบเทียบค่า  zzI   จะได ้

  )(a m
12

1
    I 22

xO
l

Ox        ตอบ 

) 4(a m
12

1
    )

2
( m    I    I    ] md   I    I [ 222

xxx

2

O
l

l
Ox    ตอบ 
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xxI   อาจหาไดโ้ดยการคิดจากโมเมนตค์วามเฉ่ือยของส่วนยอ่ยของมวล  ซ่ึงหนา  dz   รอบแกน x

แลว้อินทิเกรตตลอดความยาว 

 abcz)  (ρz  b)a 
12

1
( (dz) ρ    dm z    I d    I d 222

xxxx    

 dz  )z  
12

a
( ab ρ                                        2

2

  

                      )4m(a
12

1
)

4

a
(

3

ρab
)dzz

12

a
(  ab  ρ    I 22

0

2
22

2

xx ll
l

l

         ตอบ 

 
ตัวอย่างที ่3 :  
จงหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของไมตี้คลีรอบแกน O-O   มวลของไมเ้ท่ากบั  0.8 kg  และมวลของดา้ม
เท่ากบั 0.5  kg 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า   : 
พิจารณาส่วนหวัของไม ้จากตารางค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรูปคร่ึงทรงกระบอก 

 m  0.025     
3π

4(0.06)
    

 π3

r 4
    r   

 22

yy  m
12

1
   r m 

4

1
    I l  

22

yy )120.0( (0.8)
12

1
   (0.06) (0.8) 

4

1
    I   

               2-4 kg.m   10  x  16.80                   
             2

yy yy r m-I    I   
             2 -4

yy )0.8(0.0255   -  10 x 16.80    I   
             2-4

yy m . kg   10  x  11.61    I   
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               2

 yyOO d m  I    I    
  2-4

OO 0.0255)  0.8(0.24  10 x 11.61    I   
  2

OO m . kg   0.0575    I   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
พิจารณาส่วนดา้มจบั  จากตารางค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรูปทรงกระบอก 

22

OO  m
3

1
  mr

4

1
    I l  

22

OO )(0.5)(0.24
3

1
  )(0.5)(0.02

4

1
    I   

      2-4 kg.m   10  x  0.00965          
 
ดงันั้น  OOI   ของไมตีคลีเท่ากบั  2m . kg  06715.000965.00575.0     ตอบ 
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6.2  สมการการเคล่ือนที่ของวตัถุเกร็ง 
เม่ือวตัถุถูกแรงกระท าจะท าใหว้ตัถุนั้นมีการเคล่ือนท่ีตามกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2  ของนิวตนั                                                                 
 
  1) การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นตรง   
 วตัถุเคล่ือนท่ีมีการเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรง ( Rectilinear )  ความเร่งเชิงมุมจะเท่ากบัศูนย ์  ดงัรูปท่ี  6.4 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  6.4  แสดงลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
    การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นตรง  จะไดชุ้ดสมการเป็น 
                             xF       =      xam  
                             yF       =      yam  
                            GM       =       0 
                             PM      =     dam   
ส าหรับสมการของโมเมนตอ์าจเลือกใชส้มการโมเมนตร์อบจุดอ่ืน  นอกจากจุด  G    
คือ 
                            AM     =       0 
                            0M     =       dam  
โดย        
             a    คือ  ความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวล   G 
           M    คือ  โมเมนตร์อบจุดศูนยก์ลางมวล   G 
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2)  การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้ 
การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้นิยมแยกแรงใหอ้ยูใ่นแนวตั้งฉากและแนวสัมผสั  จะไดชุ้ด
สมการเป็น 

 
 

รูปท่ี  6.5  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้ 
 

    การเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนไหลในแนวเส้นโคง้  จะไดชุ้ดสมการเป็น 
                              nF     =     nam  
                              tF      =     tam  
                              OM   =     0 
    ส าหรับการของโมเมนตอ์าจเลือกใชส้มการโมเมนตร์อบจุดอ่ืนนอกจากจุด  G   คือ 
                              AM   =     Andam  
                              BM   =     Bndam  
    โดยจุด  A  อยูใ่นแนว  t  และจุด  B  อยูใ่นแนว  n 
 
 
 
 
 
 
 

เส้นทางเดินของ G 
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3)  การเคล่ือนท่ีแบบหมุนรอบแกนคงท่ี   
การเคล่ือนท่ีแบบหมุนรอบแกนคงท่ี จะไดชุ้ดสมการในกรณีท่ีจุดศูนยก์ลางมวล  (จุด  G)   ไม่ใช่จุด
หมุน (ดูตามรูปท่ี  6.6)   
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  6.6  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 

        การเคล่ือนท่ีแบบหมุนรอบแกนคงท่ี  จะไดชุ้ดสมการเป็น 
                              nF     =     2ωrm  
                              tF      =     αrm  
                              OM   =     αI 0  
    โดย 
           0I     คือโมเมนตค์วามเฉ่ือยของวตัถุรอบแกนผา่นจุด  O  ซ่ึงเป็นจุดหมุน 
           r      คือระยะจากจุด  O  ไปยงัจุด  G 
    ส าหรับสมการของโมเมนตร์อบจุด  G  และ  Q  จะไดเ้ป็น 
                            M     =     αI     ,     QM    =   0  
    ซ่ึงจุด    Q    คือ  Center  of   Percussion   มีระยะห่างจากจุดหมุนเท่ากบัระยะ  q   โดย 

                                    q     =    
r

k 2

O  

โดย   
           Ok     คือรัศมีไจเรชัน่รอบจุด  O 
            Q      คือจุดศูนยก์ลางเพอร์กสัชนั 
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รูปท่ี  6.7  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบหมุนรอบแกนคงท่ี 
 

    ในกรณีท่ีจุดหมุนเป็นจุดศูนยก์ลางมวล  G  ตามรูปท่ี  6.7  จะไดชุ้ดสมการเป็น 
                              xF       =     0 
                             yF       =      0 
                            M       =       αI  
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4)  การเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
         วตัถุเคล่ือนท่ีไปภายใตก้ารกระท าของแรงโดยท่ีศูนยก์ลางมวลจะมีความเร่งเชิงเส้นและความเร่ง
เชิงมุมพร้อมกนัไป  ผลลพัธ์ของแรงภายนอกท่ีกระท าต่อวตัถุจะไม่ผา่นจุดศูนยก์ลางมวล 
 

 
รูปท่ี  6.8  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบทัว่ไปในระนาบ 

 
                              xF       =      xam  
                              yF       =      yam  
                             M       =      αI  
 
    ส าหรับสมการของโมเมนตร์อบจุดอ่ืน  เช่น  จุด  O จะไดเ้ป็น 
                              0M       =      αI   +  dam  
    ในกรณีท่ี  moment  center  O   ซ่ึงอยูบ่นวตัถุหรือส่วนต่อของวตัถุไม่มีความเร่ง  สมการของโมเมนต์
รอบจุด  O  คือ 
                             0M       =      αI 0  
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    และในกรณีท่ี  moment  center  O  มีความเร่งเขา้สู่จุดศูนยก์ลางมวล  G  ตามรูปท่ี  6.9 
 

 
 

รูปท่ี  6.9  การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งแบบทัว่ไปในระนาบ 
  
จะไดส้มการโมเมนตร์อบจุด  O  เป็น 
 
                                                         0M       =      αI 0  
 
        ซ่ึงก็จะใชไ้ดส้ าหรับการกล้ิงโดยไม่มีการล่ืนไถล  จุด  C  จะเป็นจุดหมุนชัว่ขณะท่ีมีความเร่งเขา้สู่
จุด  G  ดงันั้น 
                                                           CM       =      αIC  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) (ข) (ค) 
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5)   การกล้ิง  
          การเคล่ือนท่ีในระนาบท่ีส าคญัอีกอยา่งหน่ึงคือ  การกล้ิง ( Rolling Motion )  ของวตัถุ  เช่น  การ
กล้ิงไปของจานกลมบนพื้นระนาบเป็นตน้  ถา้จานกลมกล้ิงไปตามพื้นโดยไม่มีการล่ืนไถ  ความเร่งของ
จุดศูนยก์ลางมวล G  มีค่า a และความเร่งเชิงมุม  α   ถา้จุด  G  เคล่ือนท่ีไปไดเ้ป็นระยะทาง x  ซ่ึงจะมี
ค่าเท่ากบั  rθ   และเม่ือหาอนุพนัธ์ค่า  x   สองคร้ังจะไดส้มการ 

 

rα    a   
ดงันั้นเราสามารถท่ีจะลดค่าตวัแปรในรูปของผลของระบบแรงไดด้งัน้ี 

mrα    F - P   
และ               

αI    mG   
                                                                         αI   mrα    mC   
เม่ือวตัถุกล้ิงไปโดยไม่มีการล่ืนไถลจะไม่มีการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์กบัระหวา่งจุดบนวตัถุท่ีสัมผสักบัพื้น
และพื้นท่ีวตัถุเคล่ือนท่ี  การวเิคราะห์สภาพการกล้ิงจะน าแรงเสียดทานท่ีผิวสัมผสัมาพิจารณา   วตัถุจะ
กล้ิงโดยไม่มีการล่ืนไถลตราบท่ีแรงท่ีกระท านอ้ยกวา่แรงเสียดทาน  นัน่คือ   
 

Nμ     F    F Smax   
 
        และถา้วตัถุกล้ิงพร้อมกบัมีการล่ืนไถลในเวลาเดียวกนั  การเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์จะเกิดข้ึนท่ีจุดสัมผสั  
แรงเสียดทานจะมีค่าเท่ากบั  Nμ      F k   ในกรณีน้ีจุดศูนยก์ลางมวล  G  ของวตัถุและการหมุนของ
วตัถุรอบจุด  G  จะเป็นอิสระต่อกนั  a   จะมีค่าไม่เท่ากบั  rα  
        ในการพิจารณาวา่วตัถุกล้ิงไปโดยไม่มีการล่ืนไถลหรือไม่นั้น  ส่ิงแรกตอ้งสมมุติวา่การกล้ิงนั้นไม่
มีการล่ืนไถล  ถา้ค านวณหาแรงเสียดทาน  F  มีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบั  NμS   แสดงวา่การสมมุตินั้น
ถูกตอ้ง  แต่ถา้  F  มีค่ามากกวา่  NμS  แสดงวา่การกล้ิงนั้นมีการล่ืนไถลเกิดข้ึนพร้อม ๆ  กนั  และตอ้ง
เร่ิมค านวณใหม่ 
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6)  การวเิคราะห์ปัญหาการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
    การเคล่ือนท่ีของวตัถุในระนาบน้ีตวัแปรพื้นฐานท่ีสัมพนัธ์กนัคือ แรง ความเร่งศูนยก์ลางมวลเชิงเส้น 
และความเร่งเชิงมุมของวตัถุ ความสัมพนัธ์น้ีสามารถแสดงได้ด้วยภาพท่ีเรียกว่า ผงัวตัถุอิสระและ
ความสัมพนัธ์ของมวลและความเร่ง สามารถแสดงเป็นภาพไดด้ว้ยแผนภาพท่ีเรียกวา่ ผงัลพัธ์ของระบบ
แรง   ประโยชน์จากผลท่ีไดรั้บจึงเหมือนกนัทั้งในผงัวตัถุอิสระและผงัผลลพัธ์ระบบแรงจะช่วยในการ
วเิคราะห์ปัญหาไดดี้ 
          xF   ใน   FBD =      xam    ใน    RFD 
      xF  =      eff)(Fx  

    yF  ใน FBD =      xam     ใน    RFD 
      yF  =      eff)(Fy   
  oM ท่ีเกิดจากแรง  F ใน FBD =      oM ท่ีเกิดจาก  ma ใน RFD + โมเมนต ์
                                                                                          ท่ีเกิดจากความเร่งเชิงมุม 
      oM  =       eff)o(M  
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ตัวอย่างที ่ 1 
เคร่ืองบินไอพน่ลงจอดดว้ยความเร็ว  200  km/h  และลดความเร็วลงเหลือ  50  km/h  ดว้ยแรงผลกัยอ้น  
R  ในระยะทาง  450  m  ดว้ยอตัราหน่วงคงท่ี  มวลรวมของเคร่ืองบินเท่ากบั  125  Mg  และมีจุด
ศูนยก์ลางมวลท่ี  G  ตามรูป  จงหาแรง  N  ท่ีกระท าท่ีลอ้ดา้นหนา้ในขณะส้ินสุดของการเบรกดว้ยแรง
ผลกัยอ้น 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ 
    หาความหน่วงของเคร่ืองบิน  แลว้เขียนผงัวตัถุอิสระและผงัแรงลพัธ์และใชส้มการการเคล่ือนท่ีตาม
แบบของการเคล่ือนท่ี 
    การค านวณ 
 
 
 
           
                   
 
                                       2v =       2asv2

0   

                                        a      =         222 )/(3.6)50(200
2(450)

1
  

                                                 =        3.22   m/s2 

                                        CM         =       mad 
                 15N -  2.4 (125) (9.81)       =      125 (3.22)(3-1.8) 

                                                  N        =      228   kN                                                             ตอบ 
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ตัวอย่างที ่ 2 
รถบรรทุกมวล 3000 กิโลกรัม วิ่งไปขา้งหน้าด้วยความเร็ว 10 เมตร/วินาที ทนัใดนั้นคนขบัเหยียบเบรกโดย
กะทนัหัน ท าให้รถเล่ือนไถลไปเป็นระยะ 7.5 เมตร จงหาขนาดของแรงปฏิกิริยาในแนวตั้งฉากกบัลอ้และแรง
เสียดทานระหวา่งลอ้กบัถนนในแต่ละลอ้ 

 
วธีิท า 
  เราสามารถหาความหน่วงของรถในช่วงการเหยยีบเบรกไดด้งัน้ี 
                           จาก      2v  =     sa2v 2

0   
  ในท่ีน้ี     0v  =      10    m/s 

        v  =      0 

          s =      7.5     m 

  ดงันั้น      a  =      -
2(7.5)
102

 =     -6.67     m/s2 

    [ eff)y(FyF  ] 
   NA + NB - W =      0 
  เน่ืองจาก     FA =      NA  
        FB =      NB  
        W =      mg 
                                                   FA + FB      =      (NA+ NB) mg 
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                 [ eff)x(FxF  ] 
     - (FA + F B ) =     am-   
             - mg =     am-   

  ดงันั้น      =       g
a      =      9.81

6.67  =      0.68 

 
       [ eff)(MM AA  ] 
                  -mg (1.6) + NB (4) =      ma(1.2) 
   - (3000)(9.81)(1.6) + NB (4) =      (3000)(6.67)(1.2) 
      NB =      17.78     kN 
 เน่ืองจาก                  FB =      N B   
     FB =      (0.68)(17.78)      = 12.09  kN 
 
                       [ eff)y(FyF  ] 
    NA + NB -mg =       0   
          NA + 17.78 + 3000 (9.81) =       0 
                    NA =       11.65     kN 
  เน่ืองจาก                 FA =       NA   
      =       (0.68)(11.65) 
      =       7.92     kN 
ดงันั้นแรงปฏิกิริยาและแรงเสียดทานในแต่ละลอ้มีดงัน้ี 

  ลอ้หนา้                       F     =      2
1  FB     =      6.05    kN 

                         N    =       2
1 NB      =       8.89    kN 

  ลอ้หลงั                       F     =       2
1  FB      =      3.96    kN 

                        N     =       2
1  N B        =      5.83     kN ตอบ 
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แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

 
ข้อที ่ 1 เหล็กป๊ัมข้ึนรูป  มีรูปทรงประกอบดว้ยแท่งปริซึมหนา้ตดัส่ีเหล่ียมขนาด  150 x 50 x 50  mm. 
และแท่งทรงกระบอกเส้นผา่นศูนยก์ลาง  50  mm.  และยาว  75 mm. จงหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล
รอบแกน x , y และ z 
ตอบ.    kg.m 10 x 12.63  I 2-3

x  ,    kg.m 10  x  11.71   I 2-3

y  ,    kg.m 10   x  22.4    I 2-3

z   
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 

 
ข้อที ่ 2      จงหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลของวงแหวนมวล m รัศมี r รอบแกน x –x  

ตอบ.  2mr
2
3  

 
 
 
 
 
 
     

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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ข้อที ่3  บาร์  AB  มีน ้าหนกั  W   ถูกท าใหส้มดุลโดยตุม้น ้าหนกั  2  กอ้น  ซ่ึงแต่ละกอ้นมีมวลเท่ากบั  

W
2

1  ถา้สายเคเบิ้ล  B  ขาด จงหาความเร่งของจุด A  และ ความเร่งของจุด B 

ตอบ.       a A  g
3

1 ,   g
3

5
    a B   

 
 
 

 
 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  209-235 
- เอกสารหมายเลข 5 หนา้ท่ี  159-166 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี  345-356,363-368 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 657-663 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 15 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 15 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 15 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่16 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  6  จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็ง คร้ังท่ี 16 เลขหนา้ 1/14 

                       
ช่ือบทเรียน         
 
                          6.3  งานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
 
จุดประสงค์การสอน 
 
                                                    
                          6.3  เขา้ใจหลกัการของงานและพลงังานของวตัถุเกร็งไดถู้กตอ้ง 
                                 6.3.1 อธิบายสมการงานและพลงังานของวตัถุเกร็ง 
                                 6.3.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของงาน 
                                          และพลงังาน 
                                6.3.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของงานและพลงังาน 
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6.3  งานและพลงังานของวตัถุเกร็ง  
การวเิคราะห์แรงและการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ  โดยวธีิใชค้วามสัมพนัธ์ของงานและพลงังาน
นั้น  จะใชส้มการของงานและพลงังาน คือ  
                                       U     =     eg ΔvΔvΔT   
 
งานทีเ่กดิขึน้จากแรงทีก่ระท าต่อวตัถุ 
     งานท่ีเกิดข้ึนจากแรงภายนอก  (F)  ท่ีท  าให้วตัถุเคล่ือนท่ีจากต าแหน่ง    1S    ไป  2S   คือ 
                                       21U      =        2

1
s 
s dsF           

    หรือ 
              21U   =        2

1
s 
s ds(Fcosα)  

    เม่ือ 
           F     คือ แรง 
         ds     คือ การขจดั 
          α      คือ มุมท่ีเกิดข้ึนระหวา่งแนวแรงและแนวการขจดั 
งานทีเ่กดิขึน้จากโมเมนต์ 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  6.10  การพิจารณางานท่ีเกิดจากโมเมนต ์
พิจารณารูปท่ี  1  แรง F และ – F แทนค่าโมเมนต ์ M  กระท ากบัวตัถุท าใหว้ตัถุเคล่ือนท่ีไปโดยจุด A 
เคล่ือนไปท่ี  A และจุด B เคล่ือนท่ีไปท่ี B ลกัษณะของการเคล่ือนท่ีแบ่งออกไดเ้ป็น 2 ส่วน ส่วนแรก
คือจุด A  และจุด B เคล่ือนท่ีไปดว้ยการขจดั  dr1 ส่วนท่ีสอง จุด B จะเคล่ือนท่ีเชิงมุมรอบจุด A ไดก้าร
กระจดัเชิงเส้น 2rd

  และการขจดัเชิงมุม dθ  ดงันั้นขนาดของการขจดั dr2 หรือระยะทางจาก  B ไป B 
คือ ds2 จะเท่ากบั rdθ  
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งานท่ีไดจ้ากโมเมนตคู์่ควบ  M  ท่ีกระท าต่อวตัถุคือ 
                                                         dU =    θd M      
เม่ือ  dθ  คือ มุมเล็กๆ ท่ีวตัถุเคล่ือนท่ีไปมีหน่วยเป็นเรเดียน ดงันั้นถา้ตอ้งการงานท่ีกระท าให้วตัถุหมุน
ไปจากมุม 1θ  ไป 2θ จะได ้

    21U   =     
2

1
d Mθ 

θ 
θ  

ถา้ขนาดของโมเมนต ์ M คงท่ี สมการขา้งตน้สามารถแสดงไดคื้อ 
    21U   =     M ( 2θ - 1θ  ) 
 
1.  พลงังานจลน์ของวตัถุเคล่ือนที่ 
ΔT    คือการเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ของวตัถุโดยพลงังานจลน์ (T) ของวตัถุเกร็งจะข้ึนอยูก่บัแบบ
ของการเคล่ือนท่ี ซ่ึงมีรายละเอียด คือ 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปท่ี  6.11  ลกัษณะการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็ง 
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   1.  การเล่ือนไหลทั้งในแนวเส้นตรงและเส้นโคง้ 

                             T     =    2mv
2
1  

    เม่ือ   
           m    คือ มวลของวตัถุ 
            v    คือ ความเร็วของจุดใดจุดหน่ึงบนวตัถุเกร็ง 
 
    2.  การหมุนรอบแกนคงท่ี 

                             T     =    2ωoI
2
1  

    เม่ือ 
          OI     คือ โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบจุดหมุน  (O) 
          ω      คือ ความเร็วเชิงมุมของวตัถุเกร็ง 
 
    3.  การเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 

                               T    =   2vm
2
1 +  2

2
1

ω I  

เม่ือ 
          m   คือ มวลของวตัถุ 
          v   คือ ความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุเกร็ง 
          I    คือ โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบจุดศูนยก์ลางมวล 
         ω    คือ ความเร็วเชิงมุมของวตัถุเกร็ง 
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เน้ือหา 

 
เม่ือ 
          m       คือ มวลของวตัถุ 
           h       คือ ระยะในแนวด่ิงจากแนวระดบัท่ีก าหนด 
       eΔv     คือ การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยเ์น่ืองจากการยดืหยุน่ส าหรับสปริงจะได ้ ค่าพลงังานศกัย์
เน่ืองจากการยดืหยุน่ ( ev )  มีค่าเป็น 

                              ev     =     2kx
2
1  

    เม่ือ 
          k   คือ ค่าคงท่ีของสปริง 
          x   คือ ระยะยดืหรือหด ซ่ึงก็คือระยะท่ีเปล่ียนแปลงจากต าแหน่งท่ียงัไม่ยดืหรือหด 
ก าลงังาน 
   ก าลงังาน (Power) คือ อตัราส่วนของงานต่อเวลาท่ีเกิดข้ึนในช่วงการเกิดงาน ก าลงังานมีหน่วยเป็น
วตัต ์(W) 

  ก าลงังาน        P  =     dt
du  

 
  ในกรณีท่ีวตัถุถูกแรง F  กระท า ท าใหว้ตัถุเคล่ือนท่ีไปดว้ยความเร็ว v  
 
  ก าลงังาน         P =     vF


  

  ในกรณีวตัถุหมุนไปดว้ยความเร็ว  อนัเกิดจากโมเมนตคู์่ควบ M  
 
  ก าลงังาน        P =     M 

  จะได ้         P =     dt
du       = vF


 + M 

                  เม่ือ       F   คือ  แรงลพัธ์ 
                             M  คือ  โมเมนตข์องแรงคู่ควบ 
                             V   คือ  ความเร็วของวตัถุ 
                            ω    คือ  ความเร็วเชิงมุมของวตัถุ 
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ตัวอย่างที ่ 1 
ก้อนวตัถุมวล 100  kg ยึดด้วยเชือกท่ีคล้องผ่านรอบล้อกลมรัศมี 400 mm อยู่กลางของกงล้อซ่ึงมี
โมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกนเซนทรอยด์ I = 15 kg.m2 จากต าแหน่งท่ีแสดง กอ้นวตัถุมีความเร็ว 
2 m/s ทิศทางด่ิงลง ความเสียดทานท่ีลูกปืน A เป็นชนิดความเสียดทานแห้ง  โมเมนตเ์สียดทาน  M  ท่ี
ลูกปืนมีค่าเท่ากบั 80 N – m จงหาความเร็วของกอ้นวตัถุเม่ือกอ้นวตัถุเคล่ือนท่ีลงมาอีก 1.2 m 
 

 
 
วธีิท ำ 
 เราพิจารณาระบบทั้งชุดเป็นวตัถุเกร็งระบบอุดมคติ ดงันั้นแรงดึงในเส้นเชือกและแรงปฏิกิริยา
ท่ีจุดรองรับ A ไม่ไดท้  าใหเ้กิดงาน 
          W =      mg 
     =      100 (9.81)     =     981    N 
        1v  =       2 m/s 
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เน้ือหา 

           

                                                    1 =      
r

v1      =     0.4
2     =       5 rad/s 

         V1 =      2
1vm

2
1 + 2

12
1

ωI  

     =      2
1  (100)(2 2)  + 2

1 (15)(5 2) 

     =      388    J 
    ทีต่ ำแหน่งสุดท้ำย 
 ใหค้วามเร็วของกอ้นวตัถุท่ีต าแหน่งท่ีตอ้งการเป็น v 2 
  

 ดงันั้น       2 =     
0.4
v 2      rad/s 

        T2   =     2
2vm

2
1 + 2

22
1

ωI  

     =       2
1  (100)( 2v )2  + 2

1 (15) 













0.4
v 2

 

     =        96.9     2
2v    
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    งานท่ีเกิดข้ึนระหวา่งการเปล่ียนภาวะเร่ิมตน้ไปเป็นภาวะสุดทา้ย เกิดข้ึนจากแรง W  และโมเมนต์คู่
ควบ M สังเกตไดว้า่งานท่ีเกิดจากแรง  W เป็นค่าบวก ส่วนงานจากโมเมนตคู์่ควบ  M ท าใหเ้กิดงานลบ 
 ต าแหน่งเร่ิมตน้       S1 =     0 , 1θ     = 0 
 ต าแหน่งสุดทา้ย      S1 =     1.2  m 

       2θ  =      
r

S2      =     0.4
1.2    =    3    rad 

        21U   =      W(S2 - S1 ) +  M ( 2θ  - 1θ  ) 
     =     981 (1.2) + [-80(3)] 
     =     937    J 
    จากหลกัการของงานและพลงังาน 
    
         T 1  + 21U   =     T 2 
        388 + 937 =     96.9 2

2v  

 ดงันั้น        v2 =     3.70     m/s                                    ตอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



284 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  16  เลขหนา้  9/14 
เน้ือหา 

           
ตัวอย่างที ่ 2     
เฟือง A มวล 10 กิโลกรัม มีรัศมีไจเรชัน่ 200  mm และเฟือง  B มีมวล 3 กิโลกรัมและรัศมีไจเรชัน่ 80 
mm  มีโมเมนตคู์่ควบ  M ขนาด 6  N.m กระท าท่ีเฟือง B ขณะท่ีเฟือง  B หยดุน่ิง จงหา 

ก) จ านวนรอบของเฟือง  B ก่อนท่ีความเร็วเชิงมุมจะถึง 600 รอบ/นาที 
ข) แรงในแนวสัมผสัท่ีเฟือง B กระท าต่อเฟือง A 

 
 
 
 
 
 
 
 
    วธีิท ำ 
     ก)  ความเร็วท่ีผวิสัมผสัเฟืองเชิงเส้นจะเท่ากนัทั้งสองเฟือง 
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                                                      r AA     =     r BB   

                    A  =     B 













A
B

r
r  =     B 









250
100  

     =      0.4B 
 เม่ือ                   B =      600     รอบ/นาที 
     =      62.8    rad/s 
                   A  =      0.4(62.8) =     25.1    rad/s 
                   AI  =      2

AAkm  =       (10)(0.2 2)  

     =      0.4     kg .m 2 

   BI   =      2
AAkm      =       (3)(0.08 2)    

                             =       0.0192      kg .m 2 
    พลงังานจลน์ 

    ท่ีจุดเร่ิมตน้                                 T1         =       0 

    ท่ีจุดสุดทา้ย                                T2           =      2

BB

2

AA ωIωI
2
1

2
1

  

                                                                    =       )2.8(0.0192)(6
2
1)(0.4)(25.1

2
1 22

  

    งาน  ใหมุ้ม  Bθ   เป็นการขจดัเชิงมุมท่ีเฟือง  B  หมุนไป 
                                                       21U     =      M Bθ    
     =       (6)( Bθ ) =     6 Bθ    J 
    หลกัของงานและพลงังาน 

                                            T 1  + 21U   =      T 2 
          0  +  6 Bθ  =      163.9 
                                                          Bθ  =      27.32     rad 
                                                                    =      4.35     รอบ      ตอบ 
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    ข.  พิจารณาเฉพาะเฟือง  A 
    พลงังานจลน์ 

    ท่ีจุเร่ิมตน้                         T1       =       0 
    ท่ีจุดความเร็วเชิงมุมของเฟือง   B  มีค่า  600  รอบต่อนาที 
 
 
 

 
 
 
 

                                                        T2 =       2
1 2

AAωI  

     =       2
1   (0.4)(25.12) 

     =       126   J 
 

    งาน แรง F ท่ีเกิดข้ึนท าใหเ้กิดงานในการหมุนเฟือง Aไปไดเ้ป็นระยะทาง rA Aθ ซ่ึง rA Aθ =  rB Bθ  
                21U   =       F(r B Bθ )  
     =      F (27.32)(0.1)      =   2.73 F 
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ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
ข้อที ่ 1  : กลไกดงัแสดงในภาพมีมวล kg  10   m   อยูภ่ายใตก้ารกระท าของโมเมนตคู์่ควบ  M  = 50 
N.m  และมีแรง P  = 80  N  กระท าท่ีปลายของแขนของกลไกดงัแสดงในภาพ  ถา้สปริงมีค่า k  =  30  
N/m  และในขณะท่ีมุม  θ  =  0 องศานั้น  สปริงยดืจากระยะปกติเท่ากบั  0.5  m  จงหางานสุทธิของ
กลไกน้ีเม่ือมุม  θ  =  90 องศา 
ตอบ.    J  528    J 377.0  J 78.5  J 1472  UW   

 
                                       (A)                                                                                (B) 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 
 

ข้อที ่2. ลอ้ยางของรถยนตอ์นัหน่ึงมีมวล  7  kg  และมีรัศมีไจเรชัน่  Gk  =  0.3  m   ถา้ลอ้ยางน้ีเคล่ือนท่ี
ลงมาจากต าแหน่งสูงสุด  จงหาค่าความเร็วเชิงมุมของลอ้ยางเส้นน้ีเม่ือเคล่ือนท่ีมาถึงต าแหน่ง B 
ตอบ. rad/s  19.8  ω  

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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ข้อที ่3 :  ประตูโรงรถ  AB  มีขนาด  2.5 x 5  m  (หนาเท่ากนัตลอดทั้งแผน่) และมีมวล  200  kg   ใช้
สปริงดึงท่ีขอบดา้นบนขา้งละอนั  เม่ือประตูเปิดอยูใ่นแนวระดบั  สปริงจะไม่ถูกยดื  จงหาค่า k ของ
สปริงแต่ละอนัท่ีจะท าใหค้วามเร็วเชิงมุมของประตูมีค่าไม่เกิน  1.5  rad/s  เม่ือขอบ  B  กระทบพื้นพอดี 
ตอบ.   N/m  1,2693.5  k    
 

 

 
รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  463-488 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  236-250 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  427-428 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 451-421 
- เอกสารหมายเลข 9 หนา้ท่ี 404-410 
- เอกสารหมายเลข 10 หนา้ท่ี  444 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 16 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 16 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 16 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถาม   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่17 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ หน่วยท่ี  6  จลนพลศาสตร์ของวตัถุเกร็ง คร้ังท่ี 17 เลขหนา้ 1/19 

                       
ช่ือบทเรียน         
                         6.4  อิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
                            
จุดประสงค์การสอน 
 
                          6.4  เขา้ใจหลกัการวเิคราะห์อิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็งไดถู้กตอ้ง 
                                6.4.1  อธิบายสมการอิมพลัส์และโมเมนตมัของวตัถุเกร็ง 
                                6.4.2  อธิบายหลกัการวเิคราะห์การเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของอิม 
                                          พลัส์และโมเมนตมั 
                               6.4.3  ค านวณการเคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
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6.4  อมิพลัส์และโมเมนตัมของวตัถุเกร็ง (Impulse  and  Momentum ) 
 
ในหวัน้ี เราจะไดน้ าหลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมั(Impulse  and  Momentum )มาใชว้เิคราะห์การ
เคล่ือนท่ีของวตัถุเกร็งในระนาบ 
 
1. โมเมนตัมเชิงเส้น 
ในหน่วยการเรียนท่ี 4  ไดก้ล่าวถึงโมเมนตมัเชิงเส้นของระบบอนุภาค    

ii v m    G


   โดย
ii r     v 

  

คือ ความเร็วของอนุภาคมวล im  เราสามารถเขียนไดเ้ป็น  )r m(
dt

d
    G ii


   แต่ r m    r m ii


  

ดงันั้นจะได ้ r m     
dt

) r m ( d
    G





    หรือ  

   vm      G


       ... (6.23) 
เม่ือ 
 v


   คือ   ความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวล 

 
ความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและโมเมนตมัส าหรับวตัถุเกร็ง  คือ   

 G     F


     หรือ     12

t

t

GGdtF
2

1


     ... (6.24) 

 
เม่ือแยกเขียนในแต่ละแนวยอ่ย  จะไดว้า่ 

 xx G     F      หรือ     
12

2

1

xx

t

t

x GGdtF


      

 yy G     F      หรือ     
12

2

1

yy

t

t

y GGdtF
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2.  โมเมนตัมเชิงมุม 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 6.12  ลกัษณะของการเกิดโมเมนตมัเชิงมุม 
 
พิจารณาวตัถุเกร็งในรูปท่ี 6.12  ถา้วตัถุเกร็งเคล่ือนท่ีไปในระนาบ  โดยใชจุ้ดศูนยก์ลางมวล  มีความเร็ว 
v

  และวตัถุหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม  ω   โมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด G   คือ 

  )vmρ(    H iii


  

ความเร็ว iv
   จะประกอบดว้ยส่วนของการเล่ือนไหล (Translation ) คือ  v


  และส่วนของการหมุน 

(Rotation)  คือ  
iρ

   เทียบกบัจุด G  
  

ii ρω     ρ
     และ  ωρ     ρ i i 

  
นัน่คือ  
  

iii ρ v     v 
  

  ] ) v  ρ ( m    ρ  [     H iiii


  

) v m ρ (  ωk    m ρ         iii

2

1


   เม่ือ   )k  ωρ    ρ   ( ii 

  
)ρ m    v(-  k   ω  I        ii


  

) ρ m    v(-  k   ω  I       


 
ดงันั้น  k ω  I    H i 


     เม่ือ   ) 0    ρ   (   

 
ทิศทางของโมเมนตมัเชิงมุม  H


  จะอยูใ่นแนวตั้งฉากกบัระนาบการเคล่ือนท่ีเสมอ  โดยมีทิศทาง

เดียวกบั  ω
   ดงันั้นโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุดศูนยก์ลางมวล  จึงเขียนเฉพาะขนาดไดด้งัน้ี  คือ 

k ω  I    H         ... (6.25) 
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ความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนต ์ และโมเมนตมัเชิงมุมส าหรับวตัถุเกร็ง คือ   
 

   H      M       หรือ   12

t

t

HHdt M
2

1

    ... (6.26) 

 
โดย   

12

t

t

HHdt M
2

1

   คือ  ผลรวมของอิมพลัส์เชิงมุมรอบจุดศูนยก์ลางมวล  G  ในช่วงเวลา 1t  ถึง 2t  

 
รูปท่ี  6.13  การเกิดโมเมนตมัรอบจุด G 

 
จากรูปท่ี 6.13 วตัถุเกร็งมีโมเมนตมัรอบจุด G  คือ k ω  I    H  และมีโมเมนตมัเชิงเส้น mv  G    หาก
เราพิจารณาโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด O  คือ  OH  จะไดว้า่ 
 
  d v m    ωI    HO        ... (6.27) 
 
โดยท่ีจุด O   อาจจะเป็นจุดท่ีคงท่ีหรือเคล่ือนท่ีก็ได ้
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รูปท่ี  6.14  การเกิดโมเมนตมัรอบจุด G 
 
ในกรณีท่ีวตัถุหมุนรอบจุดคงท่ี O  ดงัรูปท่ี 6.14 ω r    v    และ r    d    เม่ือแทนค่าในสมการท่ี (6.27)  
จะไดว้า่  
   ω r m    ωI    H 2

O   
แต่   2

O r m    I    I    ดงันั้น 
   ω I    H OO        ... (6.28) 
และเน่ืองจาก  ]H     M [ OO


    

ดงันั้น               ω I     M OO
   หรือ  )ω(ωI  dt M 12 O

t

t

O

2

1

   ... (6.29) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 6.15  การเช่ือมต่อกนัของวตัถุเกร็ง 

 



295 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  6/19 
เน้ือหา 

 
ในกรณีท่ีวตัถุเกร็งเช่ือมต่อกนัภายในระบบ  ดงัรูปท่ี  6.14  โดยมีจุด  O  เป็นจุดอา้งอิงคงท่ี   

  G     F


  
  ....GG     F 21 


      ... (6.30) 

 

OO H     M


  
....HH     M

21 OOO 


     ... (6.31)  
หรือ 

  system

t

t

)G(  dt F
2

1


  

  systemO

t

t

O )H(  dt M
2

1


  

 
ในกรณีท่ีไม่มีแรงภายนอกกระท าต่อระบบ 0     F 


 นัน่คือ 0)G( system 


 และในกรณีท่ีไม่มี

โมเมนตร์อบจุดคงท่ี Oหรือรอบจุด ) 0    M ,  0  M (G O 


จะไดว้า่ 0    HO 


หรือ  0    H 
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ตัวอย่างที ่1 : 
ทรงกระบอกมวล m  รัศมี r   กล้ิงข้ึนไปตามพื้นเอียงดว้ยความเร็วท่ีจุด G  เท่ากบั Ov   ถา้ทรงกระบอก
กล้ิงข้ึนไปโดยไม่เกิดการไถล  จงหา  ความเร็ว v   ของจุด  G   เม่ือเวลา t  

 
วธีิท า : 
จากรูป  FBD  จุด  C  จะเป็นจุดหมุนชัว่ขณะ  เลือกจุด  O   บนพื้นเอียงเป็นจุด  Moment  Center  เพื่อ
ขจดัโมเมนตข์องแรง F   ซ่ึงยงัมาทราบค่า 
  d v m    ω I  HO   
ในท่ีน้ี  rω    v   , r    d    ดงันั้น  )mr  Iω(    ω r m    ω I  H 22

O   
แต่     2

C r m    I    I    ดงันั้น  ω I  H CO   
และจาก ]H  dtM [ O O   ทิศทางทวนเขม็ 

จะได ้     )]ω([ωI  dt θsin r  g m OC

t

0

  

โมเมนตข์อง  N  และ  cosθ g m  รอบจุด O   มีค่าเท่ากนัแต่มีทิศทางตรงกนัขา้ม  จึงตดักนัไป 

ดงันั้น  
r

vv
mr 

2

3
    sinθr t   g m O2 
     เม่ือ rω    v   

  Ovθsin  t g
3

2
    v       ตอบ 
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เน้ือหา 

 

ถา้คิดโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุดศูนยก์ลางมวล  G   จะไดว้า่ 
] H  dt M [    ทิศทางทวนเขม็ 

จะได ้     )]ω([ω I  dtr  F O

t

0

      ....(1) 

 
]G   dt F [    ทิศทางเดียวกนักบั v  

จะได ้     )]v([v m  dt F) - sinθ g m ( O

t

0

     ....(2) 

 
จากสมการท่ี (1) และ (2)  จะไดค้่า   v   เช่นเดียวกบัขา้งตน้ 
 
ข้อสังเกต :  
ในการวเิคราะห์โดยใชส้มการของ  Impulse  and  Momentum  จะประกอบไปดว้ยแผนภาพจ านวนสาม
รูป คือ FBD 1 : จะแสดงค่าโมเมนตมัทั้งเชิงเส้นและเชิงมุมของวตัถุท่ีเวลา 1t  และรูปแสดงค่าโมเมนตมั
ทั้งเชิงเส้นและเชิงมุมของวตัถุ  ท่ีเวลา 2t   การแทนค่าอิมพลัส์  ซ่ึงเป็นเทอมดา้นซา้ยของสมการก็อาศยั
การพิจารณาจากรูป  FBD  ส่วนการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัซ่ึงเป็นเทอมทางขวาของสมการ  ก็อาศยั
พิจารณาจากรูปท่ีเวลา  1t   และ 2t   ทั้งน้ี  ในการแทนค่า  จะตอ้งค านึงถึง  เคร่ืองหมายตามทิศทางของ
โมเมนตมัดว้ย 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  9/19 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่2 : 
จานกลม A  และ B   ท  าดว้ยวสัดุชนิดเดียวกนั  สามารถหมุนไดอิ้สระรอบแกนด่ิง  จาน B   ซ่ึงอยูน่ิ่ง  
ถูกวางลงบนจาน A ซ่ึงหมุนดว้ยความเร็ว  rpm   400 ในทิศทางดงัรูป  มวลของจาน A  เท่ากบั  

kg  4  จงหา 
 ก)  ความเร็วเชิงมุมสุดทา้ยของจานกลมทั้งสอง 
 ข)  การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ของระบบ 

 

 
 
วธีิท า : 

 kg  1.78    m )
150

100
(m  ,  kg   4 m A

2

BA   

23-2

B

22

A 

m . kg 10 x 8.89      ) 0.10 ( ) 1.78 (
2

1
    I

  ,  m . kg  0.045          ) 0.15 ( ) 4 (
2

1
 I
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  10/19 
เน้ือหา 

 
 

ก)  ท่ีความเร็วเชิงมุมสุดทา้ย การไถลระหวา่งผวิสัมผสัของวงกลมทั้งสองจะส้ินสุดลง  จานกลมทั้งสอง
จะหมุนไปพร้อมกนัดว้ยความเร็วเชิงมุม ω  
 

   ] H dt  M  [ OO ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา  
ในท่ีน้ี          0    M  O    ดงันั้น      0  dt  M O  

)ω10 x 8.89 (    0 - ω I    )H Δ ( -3

BB O   
 ) 41.88 - ω (  0.045    )ω - ω (I    )H Δ ( 12AA O   
 

แทนค่า 
 ) 41.88 -  (ω 0.045    ω )10 x (8.89    0  -3   
 rpm  334    s / rad   34.97    ω       ตอบ 
 

 

ข)  จากสมการ   2

O ω I 
2

1
    T   

ดงันั้น  J  5.43    ) 34.97 ( )10 x 8.89 ( 
2

1
    T 23-

B     

  J   11.94-    ] ) 41.88 (-) 34.97 ( [ 0.045) ( 
2

1
    T 22

A   

นัน่คือ    J  6.51-    5.43    11.94-    TT      T BA    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  11/19 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่ 3  ( การแกปั้ญหาโดยใชห้ลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมั ) 
เฟือง A มวล 10 กิโลกรัม มีรัศมีการหมุน 200  mm ขณะท่ีเฟือง B มีมวล 3 กิโลกรัม รัศมีการหมุน 80 
mm ระบบเดิมหยดุน่ิง  ต่อมามีโมเมนตคู์่ควบ  M ขนาด 6 Nm กระท าท่ีเฟือง B  เม่ือไม่มีแรงเสียดทาน 
จงหา 
      ก)  เวลาท่ีใชใ้นการท าให้เฟือง B มีความเร็วเชิงมุมเพิ่มข้ึนเป็น 600 รอบ/นาที 
     ข)  แรงในสัมผสัท่ีเฟือง B กระท ากบัเฟือง A 

 
วธีิท ำ 
         ก) เราพิจารณาหลกัการของอิมพลัส์และโมเมนตมัมาแกปั้ญหาเพราะมีช่วงเวลามาเก่ียวขอ้ง 

       AI  =      0.4    kg m 2  BI      =    0.0192      kg m 2  

  (A)2 =      25.1   rad/s             (B)2    =      62.8      rad 
         พิจารณาเฟือง A 

 


t

O
1A Mdt)(H  =     2A )(H  

                     0  -   FrAt =      - AI (A)2 
                      Ft (0.25) =       (0.4)(25.1) 
                   Ft =       40.2    N.s 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  12/19 
เน้ือหา 

           
         
    พิจารณาเฟือง B 
 
 

 
 

 

            
t
O1B Mdt)(H     =      (HB)2 

                                                   0  +  Mt  - FrB t =     BI  (B)2 
                6 t - (40.2)(0.1) =       (0.0192)(62.8) 
            t =       0.871    วนิาที  ตอบ 
    
 ข) จาก             Ft       =       40.2 
                 F(0.871)      =       40.2 
                F      =       46.2                ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  13/19 
เน้ือหา 

ตัวอย่างที ่ 4 
ทรงกลมมวล  m รัศมี  r ถูกขบัใหเ้คล่ือนท่ีไปบนพื้นหยาบดว้ยความเร็วเชิงเส้น  v1และไม่มีความเร็ว

เชิงมุม เม่ือให ้k  เป็นค่าสัมประสิทธ์ิความเสียดทานจลน์ระหวา่งพื้นและทรงกลม จงหา 
             ก)    ท่ีเวลา t ซ่ึงทรงกลมจะเร่ิมกล้ิงโดยปราศจากการล่ืนไถล 
             ข)    ความเร็วเชิงเส้นและเชิงมุมของทรงกลมท่ีเวลา t 

 
วธีิท ำ 
 ก) ขณะท่ีทรงกลมล่ืนไถลตามพื้นจะมีแรงเกิดข้ึน 3 แรง คือ แรงเสียดทาน แรงปฏิกิริยาใน
แนวตั้งฉากกบัผวิสัมผสั และแรงเน่ืองจากแรงดึงดูดของโลก 

 
   จากสมการของอิมพลัส์และโมเมนตมั 
    โมเมนตมัเชิงเส้น 

    ทางแกนy                   1yG  
2

1

 t

 t
ydtF  =     )(G2y  

           0   +   Nt   -  Wt =       0                (1) 
    ทางแกนx                    t1 Fvm   =      2vm   (2) 
    โมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด   G 

        
 t

O  
G1G dtM)(H  =     2G )(H  

              0 + Frt =     2ωI   (3) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  14/19 
เน้ือหา 

           
    โดยท่ี                                    N =      W       = mg 

           F =    k N     = k mg 
   แทนค่า  F ในสมการ (2) 

     1vm k mg =     2vm  
          2v  =     1v - k gt   (4) 

    แทนค่า  F   =  k mg และ  I   =  
5
2  mr 2  ในสมการ (3) 

            k mg rt =      
5
2  mr 2  

2 

          2 =      
5
2










r

gμ k t  (5) 

    เน่ืองจาก v2 =  r2 แทนค่าในสมการ (4) 

          r
5
2










r

gμ k  =      1v - k gt 

                                                                          t =      7
2  









gμ

v

k

1                   ตอบ 

    ข)    แทนค่า  t ในสมการ (5) 

         2 =      5
2










r

gμ k

7
2  









gμ

v

k

1   

      =      7
5










r

v1   

         2v  =      r2 

      =      r ( 7
5 ) 









r

v1   

      =      7
5

1v                    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17 เลขหนา้  15/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ค าส่ัง : จงตอบค าถามต่อไปน้ี  โดยการแสดงวธีิท า 
 
ข้อที ่1  : แท่งวตัถุ A  มีขนาดสม ่าเสมอ  และมีวามยาว  300  mm  จ านวน  2  อนั  ดงัแสดงในภาพ  โดย
แต่ละแท่งมีมวล  Am  =  1.5  kg  ถูกยดึใหติ้ดกบัฐาน B ดว้ยสลกั  ส่วนฐาน B  มีมวล Bm  =  4  kg  
และมีรัศมีไจเรชัน่ k  =  40  mm  และในขณะเร่ิมตน้หมุนดว้ยความเร็ว  300  รอบต่อนาที  โดยแท่งวตัถุ
จะถูกล็อคใหอ้ยูใ่นแนวตั้งฉาก  ถา้ปล่อยตวัล็อคและแท่งวตัถุมีต าแหน่งในแนวระดบั  จงหาความเร็ว
รอบของระบบ   
ตอบ. rev/min  32.0    N   

 
 
 
 
 
 
 
 

                                        
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 1 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17 เลขหนา้  16/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่ 2. แผน่จานกลมดงัแสดงในภาพ มีมวล kg 5  m   หมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม rad/s 8   ω1  โดยท่ี
แขน  AB  มีความเร็วเชิงมุม  rad/s 3   ω2   จงหาขนาดของโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด C  
 

ตอบ.  
s

m kg
   k 1.25    j 0.234     H

2

C


  

 
 

 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 2 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17 เลขหนา้  17/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่3. จานหมุนตวัใหญ่มีมวล  kg  60  และมี Radius of  Gyration รอบแกนตั้งฉากเท่ากบั  mm 200

ส่วนจานกลมตนัตวัเล็กมีมวล kg  8  และหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม rad/s  80  ω1   ในขณะเร่ิมตน้เม่ือ
จานตวัใหญ่อยูใ่นสภาวะหยดุน่ิง  และเม่ือหมุด P  ซ่ึงหมุนไปกบัจานตวัใหญ่ถูกปล่อยใหก้ดขอบจาน
กลมตวัเล็ก  จนกระทัง่จานกลมเล็กหยดุหมุน เม่ือเทียบกบัจานตวัใหญ่  จงหาความเร็วเชิงมุมสุดทา้ย
ของระบบดงักล่าว โดยไม่คิดความเสียดทานท่ีจุดต่าง ๆ 
ตอบ. rad/s   1.22  ω   
 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 3 
ข้อที ่4. แท่งวตัถุเรียวยาว  mm  300  มีมวล kg  1.6  และเม่ือเร่ิมตน้อยูก่ึ่งกลางของร่องบนจานกลมซ่ึง
หมุนไดโ้ดยอิสระรอบแกนตั้งฉากดว้ยความเร็ว  rev/min  400 โดยจานกลมมีมวล  kg  16 และมี  
Radius of Gyration เท่ากบั mm  225 ถา้แท่งวตัถุถูกผลกัเล็กนอ้ย ก็จะเล่ือนออกจากต าแหน่งก่ึงกลาง
ดงักล่าว จงหาความเร็วของจานเม่ือปลายแท่งวตัถุถึงขอบจาน 
ตอบ.  rev/min   383  N   
 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 4 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17 เลขหนา้  18/19 
แบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่5. ลอ้รัศมี  mm  225 ติดกบัแกนกลางรัศมี mm  150 มีมวล  kg  60  ถูกปล่อยจากจุดหยดุน่ิง บน
พื้นเอียง  o 60  จงค านวณหาความเร็วของจุดศูนยก์ลาง O  เม่ือเวลา s  3  หลงัจากปล่อยจากต าแหน่ง
หยดุน่ิง 
ตอบ.  m/s   3.88  vO   

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพประกอบค าถามขอ้ท่ี 5 
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วธีิสอนและ 
กิจกรรม 

 
- ใชว้ธีิการสอนแบบบรรยายประกอบส่ือและถามตอบ   
- แสดงตวัอยา่งและขั้นตอนในการวเิคราะห์ปัญหา 
- ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดั 
- ใหน้กัศึกษาซกัถาม 

ส่ือการสอน 

 
เอกสารอา้งอิง 
 
 

- เอกสารหมายเลข 2 หนา้ท่ี  489-500 
- เอกสารหมายเลข 3 หนา้ท่ี  250-257 
- เอกสารหมายเลข 4 หนา้ท่ี  461-463 
- เอกสารหมายเลข 6 หนา้ท่ี 442-450 

เอกสารประกอบ 

 
- ใบเตรียมการสอนสัปดาห์ท่ี 17 
- ใบแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี  17 
- ใบเฉลยแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนสัปดาห์ท่ี 17 

 

วสัดุโสตทศัน์ 
- เคร่ืองฉายภาพโดยตรง ( Direct  Projector ) 
- เคร่ืองฉายแผน่โปร่งแสง ( Over  Head ) 

งานท่ีมอบหมาย 
 
ใหน้กัศึกษาท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียนโดยการแสดงวธีิท า 
 

การวดัผล 

 
 
-  สังเกตความสนใจและการใหค้วามร่วมมือในการท ากิจกรรม 
-  การซกัถาม  การตอบค าถามของนกัศึกษา   
-  ผลจากการท าแบบฝึกหดัทา้ยบทเรียน 

บนัทึกการสอนและขอ้สังเกต  : 
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สัปดาห์ที ่18 ใบเตรียมการสอน รหสัวชิา 11-311-302 
เวลา  3   คาบ   

 
 
 
 
 
 
 

สอบปลายภาคเรียน 
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ภาคผนวก  ก. 
 

ใบเฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 
( สัปดาห์ที่ 1 – 18 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



313 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  1  เลขหนา้  1/2 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ค าส่ัง :  จงตอบค าถามต่อไปน้ี 
 
ขอ้ท่ี   1.   จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งสถิตศาสตร์ (STATICS) กบั พลศาสตร์ ( DYNAMICS )  
ตอบ สถิตศาสตร์ (Statics) เป็นการกล่าวถึงวตัถุท่ีอยูใ่นสภาวะหยดุน่ิง (สมดุล) ส่วนพลศาสตร์ 
( Dynamics )  จะกล่าวถึงการเคล่ือนท่ีของวตัถุ  และผลของแรงท่ีท าใหว้ตัถุเคล่ือนท่ีหรือเปล่ียนแปลง
การเคล่ือนท่ี 
 
ขอ้ท่ี 2.   จงอธิบายความแตกต่างระหวา่ง KINEMATICS กบั  KINETICS 
ตอบ คิเนเมติกส์(Kinematics) จะกล่าวถึงลกัษณะการเคล่ือนท่ีเชิงเรขาคณิตของวตัถุโดยไม่ค  านึงถึงแรง
ท่ีมากระท ากบัวตัถุหรือแรงท่ีท าใหเ้กิดการเคล่ือนท่ี  ส่วน คิเนติกส์ (Kinetics)  กล่าวถึง  ความสัมพนัธ์
ระหวา่งแรงท่ีกระท าต่อวตัถุ  มวลของวตัถุและการเคล่ือนท่ีของวตัถุ   
 
ขอ้ท่ี 3. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งปริมาณเวกเตอร์ ( VECTOR) กบั  ปริมาณสเกลาร์ (SCALAR) 
ตอบ  สเกลาร์(Scalar) คือ  ปริมาณท่ีมีเฉพาะขนาด  ส่วน   เวกเตอร์(Vector) คือ ปริมาณท่ีมีทั้งขนาด
และทิศทาง   
 
ขอ้ท่ี 4. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งมวล (MASS) กบั น ้าหนกั ( WEIGHT )  
ตอบ  มวล(Mass) มีหน่วยเป็น กิโลกรัม ( kg ) ส่วนน ้าหนกัมีหน่วยนิวตนั ( kg.m/s2 ) 
 
ขอ้ท่ี 5. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งระยะทาง (DISTANCE) กบั การขจดั ( DISPLACEMENT )  
ตอบ  ระยะทาง คือระยะทั้งหมดท่ีเคล่ือนท่ีได ้  ส่วนการขจดั คือ ระยะทางท่ีวดัจากจุดเร่ิมตน้จนถึงจุด
สุดทา้ย(เป็นเส้นตรง)  ของการเคล่ือนท่ี 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  1  เลขหนา้  2/2 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ขอ้ท่ี  6. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งอตัราเร็ว (SPEED) กบั ความเร็ว ( VELOCITY )  
ตอบ  อตัราเร็ว  คือ  ระยะทางท่ีเคล่ือนท่ีไดเ้ทียบกบัเวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ี ส่วนความเร็ว คือ การขจดั
เทียบกบัเวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ี 
 
ขอ้ท่ี  7.  จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งความเร่ง  (ACCELERATION)กบัความหน่วง
(DECELERATION) 
ตอบ  ความเร่งคือ  การท่ีอนุภาคมีความเร็วเพิ่มข้ึนในการเคล่ือนท่ีจากจุดท่ี 1  ไปยงัจุดท่ี 2 เช่นการออก
ตวัของรถยนตเ์ม่ือมีสัญญาณไฟเขียว  ส่วนความหน่วงนั้นอนุภาคจะมีความเร็วลดลงในการเคล่ือนท่ี
จากจุดท่ี 1 ไปยงัจุดท่ี 2  เช่นการลดความเร็วของรถยนตเ์ม่ือมองเห็นสัญญาณไฟแดง 
 
ขอ้ท่ี 8. จงอธิบายความแตกต่างระหวา่งวตัถุเกร็ง ( RIGID  BODY) กบั  วตัถุแปรรูป (DEFORMABLE  
 BODY) 
ตอบ  วตัถุแปรรูป(Deformable  Body)  คือ  วตัถุซ่ึงมีการเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างเม่ือถูกแรง
กระท า  ส่วน  วตัถุเกร็ง(Rigid Body) คือวตัถุซ่ึงไม่มีการเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างเม่ือถูกแรง
กระท า   โดยทัว่ไปแลว้การเปล่ียนแปลงขนาดและรูปร่างมีนอ้ยมาก เม่ือเทียบกบัขนาดทั้งหมดของวตัถุ
ก็อาจถือไดว้า่วตัถุนั้นเป็นวตัถุเกร็ง 
 
ขอ้ท่ี 9. จงอธิบายกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัทั้งสามขอ้  
ตอบ  
กฎขอ้ท่ี 1 (First Law) กล่าววา่ วตัถุจะยงัคงสภาพหยดุน่ิงหรือการเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรงดว้ยความเร็ว
คงท่ี เวน้เสียแต่วา่จะมีแรงท่ีไม่สมดุลมากระท า ( 0    F  ) 
กฎขอ้ท่ี 2 (Second Law) กล่าววา่ ความเร่งของวตัถุจะเป็นปฏิภาคโดยตรงกบัแรงลพัธ์ท่ีมากระท า และ
จะมีทิศทางเดียวกนักบัแรงลพัธ์นั้น    ( ma    F  ) 
กฎขอ้ท่ี 3 (Third Law) กล่าววา่  เม่ือมีแรงกิริยามากระท ากบัวตัถุ  จะท าใหมี้แรงปฏิกิริยาท่ีมีขนาด
เท่ากบัแรงกิริยาท่ีมากระท า  แต่จะมีทิศทางตรงกนักนัขา้ม ( Action Force  =  Reaction  Force ) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  1/2 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ขอ้ท่ี 1   ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดว้ยสมการความเร็วดงัต่อไปน้ี   คือ    v = (8ti + 9t2j) m/s  จง
หาการขจดัของอนุภาคน้ีเม่ือเวลาผา่นไป    1  วนิาที  
ก )   4  m                     [ข)  5  m.]              ค)  6  m.  ง)  7  m. 
ขอ้ท่ี 2  :   ถา้ท่ีเวลา   t = 0  s.  อนุภาคอนัหน่ึงอยูท่ี่ต  าแหน่งจุดอา้งอิง ( Origin )  จงหาระยะทางของ
อนุภาคน้ี   เม่ือเวลาผา่นไป  7  วนิาที  ถา้ความเร็วของอนุภาคมีค่าคงท่ีเท่ากบั 2  m/s   
ก )   3.5  m          ข)  7  m.   ค)  10.5  m. [ง)  14  m.] 
ขอ้ท่ี 3  ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีความเร่งในแนวแกน  y  มีค่าคงท่ี   ay = 3m/s2   จงค านวณหาความสูงท่ี
อนุภาคน้ีจะเคล่ือนท่ีได ้ เม่ือเวลาผา่นไป  2  วนิาที (  t = 0, vy = 0 ) 
 [ก )   6  m ]         ข)  12  m   ค)  15  m ง)  18  m 
ขอ้ท่ี 4  ถา้อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยความเร่งคงท่ี  a = (2t) m/s2   จงค านวณหาความเร็ว
ของอนุภาคเม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที  โดยก าหนดให ้ท่ีเวลา t  = 0 s , อนุภาคน้ีมีความเร็วเท่ากบั  2  m/s. 
ก )   5  m/s          [ข)  10  m/s]   ค)  15  m/s  ง)  15  m/s 
ขอ้ท่ี 5  ถา้  s = (4t2) m  จงค านวณหาความเร่งของอนุภาคเม่ือเวลาผา่นไป 2  วินาที   
ก )   2  m/s2          ข)  4  m/s2   [ค)  8  m/s2]  ง)  16  m/s2 

ขอ้ท่ี 6 ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ s – t  จงหาความเร็วของอนุภาคน้ีเม่ือ t = 1 s   

  

 
[ก)     0.5  m/s] 
ข)     1   m/s   
ค)   1.5 m/s 
ง)     2  m/s 

ขอ้ท่ี 7  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – t   ท่ีก าหนดให ้ จงหาต าแหน่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ   t =  4  s ( s = 1m  ท่ี  t = 0 ) 

 

 
[ก)    1   m] 

ข)    2   m   
ค)    4   m 

ง)    8   m 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  2  เลขหนา้  2/2 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ขอ้ท่ี 8 ถา้อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  a – s  ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร็วของอนุภาค
น้ีเม่ือ  s =  5  m  (v = 0  ท่ี  s = 0 ) 

 

 
ก)  2.5   m/s 
ข)     5   m/s 
ค)  7.5   m/s 
ง)   10   m/s 

ขอ้ท่ี 9  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – s   ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ  s  = 2  m 

 

 
ก)    9   m/s2 

ข)   12   m/s2   
ค)   16   m/s2 

ง)   18   m/s2] 

 
 

ขอ้ท่ี 10  อนุภาคอนัหน่ึงมีการเคล่ือนท่ีดงัแสดงในกราฟ  v – t   ท่ีก าหนดให ้ จงหาอตัราเร่งของอนุภาค
น้ีเม่ือ  t =  3 s 

 

 
ก)    -2   m/s2 

ข)    -3   m/s2   
ค)    -4   m/s2 

[ง)    -5   m/s2] 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  1/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1  ปลอกเล่ือน  A  เร่ิมเคล่ือนท่ีลงจากต าแหน่งสูงสุด (t = 0) ดว้ยความเร่งคงท่ี 3.6  in/s2   
และปลอกเล่ือน B  เคล่ือนท่ีลงดว้ยความเร็วคงท่ี  17  in/s   
จงหา   ก)  เวลาท่ีท าใหค้วามเร็วของกล่อง C   มีค่าเป็น 0 

 ข)  ต าแหน่งและทิศทางการเคล่ือนท่ีของกล่อง  C 
 

 

 
 

วธีิท า 
เขียนสมการความยาวของเส้นเชือก   

Const   3y  y - 2y-     

Const  )y - y 2(  )y - y (  )y - (y  L

CBA

BcAcAB



  

 
แทนค่าลงในสมการ 

  
 a 3  a - 2a -     0

3v   v- 2v-     0

CBA

CBA



  

 
จากการแกส้มการจะไดค้วามเร่งของกล่อง C   

           
s

in
  2.4-  a

2C    

 
หาเวลาท่ีในขณะท่ีกล่อง C มีความเร็วเป็น  0  จาก 

           v-   v t 2.4-     dv   dt 2.4-    dv  dt   a      
dt

dv
  a C0C

v

v

C

t

0

CC

C

C

C

C0

   

 
จากการแทนคา่จะได ้ tVC = 0   =  2.22  s.   และจะไดร้ะยะทางท่ีกล่อง  C  เคล่ือนท่ีไดเ้ท่ากบั  5.93  in.                      
                                                                                                                                                       ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  2/4 

เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 2. จงค านวณหาเวลาและความเร็วของวตัถุท่ีห้อยติดกบัรอก C เม่ือวตัถุนั้นเคล่ือนท่ีข้ึนสูงจากพื้น
ไดร้ะยะความสูง m 4  h    ถา้ความเร่งของสายเคเบิ้ลทั้งสองดา้น เท่ากบั  2m/s   t)(0.2    a   
ตอบ.   m/s  2.2104      v,   s   5.4288  t  
 
วธีิท า 
สมการความยาวของเชือกเส้นท่ี 1 ( L1)  คือ      
SA + 2SD  =  L1   =  Const. 
และสมการความยาวของเชือกเส้นท่ี 2( L2) คือ      
SB + SC  + (SC - SD ) =  L2  =  Const. 
จากความสัมพนัธ์ดงักล่าวจะไดส้มการความเร็วดงัน้ี   
คือ     VA + 2 VD            =  0   …… ..(1) 
         2VC – VD              =  0   ………(2)  
         aA  +  2aD              =  0   ………(3) 
        2aC – aD + aB          =  0  ……….(4) 
 
แกส้มการท่ี (3) และ (4)  จะได ้         aA    + 4aC + 2aB     =  0 

ดงันั้น       aC   =  





 0.15t      
4

0.6t-
    

4

2(0.2t) -t  2.0
    

4

a2a-
    a BA

  C   

หาสมการความเร็วของรอก  C ( VC )  จาก  

dta   dv
2

1

t

t

CC      =  dt(0.15t)   dv
2

1

t

t

C     

จะได ้ vC  =  0.075t2    และ    vC  =  
dt

dh  

จะได ้  h  =  0.025t3  =  4  m. 
แกส้มการจะได ้    t  =  (160)1/3  =  5.4288  s. 
หาความเร็วของ Block  จาก    VC  =  0.075t2  =  0.076(5.4288)2  =  2.2104   m/s       
 
นัน่คือ  Block  จะเคล่ือนท่ีข้ึนไดร้ะดบัความสูง  h  =  4 m. เม่ือเวลา  t =  5.4288 s  ดว้ยความเร่ง  aA และ 
aB  เท่ากบั  ( 0.2t )  m/s2   ความเร็วของ  Block  จะมีค่าเท่ากบั  2.2104 m/s        ตอบ   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  3/4 

เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่3 : ความเร็วของน ้าท่ีฉีดออกจากหวัฉีดท่ีจุด A  มีค่าเท่ากบั  m/s  1.2 ท ามุม  o60  กบัแนวราบ จง
หาต าแหน่งท่ีล าน ้ากระทบหลงัคา  ใหต้รวจสอบดว้ยวา่  ล าน ้าน้ีพน้ขอบหลงัคา B  หรือไม่  และจงหา
ความเร็วท่ีนอ้ยท่ีสุดและความเร็วท่ีมากท่ีสุด ท่ีท าใหล้ าน ้าน้ีกระทบหลงัคา 

 
วธีิท า :  ก าหนดแกน  y -x   ดงัรูป 
ดงันั้น  2

yx m/s  9.81-    a  ,  0a   

ในแนวแกน  x          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(0) 
2

1
  t ) 60 cos (12    s 2   …(1) 

ในแนวแกน  y          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(-9.81) 
2

1
  t ) 60sin  (12    ) 12-(6 2  …(2) 

จากสมการท่ี (1) และ (2) จะได ้ s 1.44  t ,  0.68  t    
แทนค่า  s 1.44 t    ลงในสมการท่ี (1) 
                                   m  8.65    (1.44) ) 60 cos (12    sX    
ล าน ้าจะกระทบหลงัคาท่ีจุด D ซ่ึงอยูห่่างจากหลงัคา  m  4.15    4.5 - 8.65    B   
และแทนค่า  s 0.68 t    ลงในสมการท่ี (1) 
                                   m  4.08    (0.68) ) 60 cos (12    sX    
ล าน ้าจะกระทบหลงัคาท่ีจุด D ซ่ึงอยูห่่างจากหลงัคา  m  4.15    4.5 - 8.65    B   
ดงันั้น  แสดงวา่  ล าน ้าน้ีจะพน้ขอบหลงัคาท่ี B  เม่ือใชค้วามเร็วนอ้ยท่ีสุด  เพื่อใหล้ าน ้ากระทบหลงัคาท่ี 
B พอดี 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  3/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
 

ในแนวแกน  x          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(0) 
2

1
  t ) 60 cos (v    4.5 2

1    …(1) 

ในแนวแกน  y          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(-9.81) 
2

1
  t ) 60sin  (v    ) 12-(6 2

1   …(2) 

แทนค่า  1v  จะได ้

    s  0.78    t     t4.905 -  60 tan 4.5     4.8  2o   
ดงันั้น  ความเร็วนอ้ยท่ีสุด  m/s   11.54    

60 cos 0.78

4.5
    v      

 
เม่ือใชค้วามเร็วมากท่ีสุด  เพื่อใหล้ าน ้ากระทบหลงัคาท่ี C   พอดี   

ในแนวแกน  x          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(0) 
2

1
  t ) 60 cos (v    12 2

1    …(1) 

ในแนวแกน  y          at 
2

1
 t   v  s 2

1   

          t(-9.81) 
2

1
  t ) 60sin  (v    1.2-6 2

1   …(2) 

แทนค่า  1v  จะได ้

    s  1.81    t     t4.905 -  60 tan 12     4.8  2o   
นัน่คือ  ความเร็วของล าน ้าท่ีมากท่ีสุด   

  m/s  13.26    
 60 cos 1.81

12
    v

o
   ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  3  เลขหนา้  3/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4.  ลูกบอลกระทบพื้นและกระดอนข้ึนผา่นช่องเปิดตามรูป  จงหาค่ามุม θ  และความเร็วของลูก
บอลในขณะท่ีผา่นช่องเปิดดงักล่าว 
ตอบ.  m/s  1.25      v,  68.2    θ o   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วธีิท า :  จากสมการ  
g 2

θsin u
  h  

22

   และ 
g 2

2θsin  u
    s

2

  

ดงันั้น   

 θ tan 
2

1
    

θ cos θsin  2

θ sin
    

θ 2sin 

θsin
    

s

h 22

  

หามุม θ   จาก 

      68.2     θ          )
s

2h
(  tan  θ o1-    ตอบ 

หาความเร็วของลูกบอลขณะท่ีผา่นช่อง 

 m/s  3.37  u               11.38             
(68.2) sin

 0.5 x 9.81 x 2
     

hsin

h g 2
     u

22

2    

m/s  1.25    (68.2) cos 3.37    const.    θ cosu     v    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  1/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 : การเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ของอนุภาคเป็นไปตามสมการ  16t - 50    vx   และ 16t - 50    vx   
 24t  -  100  y     ท่ีเวลา   0    x  ,  s 0 t    จงเขียนทางเดินของอนุภาคและใหห้าความเร็วและ
ความเร่งของอนุภาคท่ีต าแหน่ง  0  y    
หลกัการวเิคราะห์ : 
แยกพิจารณาในแนวแกน x  และ  y   โดยจะตอ้งหาค่า x   และค่า y  ในเทอมของ t   ซ่ึงสามารถพล๊อต
ค่า x  และ  y  ท่ีเวลา t   ต่าง ๆ  หาค่า xv  และ yv  และ  xa  และ ya   ในเทอมของ t  แลว้  แทนค่า t  
ท่ีต  าแหน่ง 0  y    
การค านวณ :      จากสมการ    

dt

dx
    v x      dx  vdx  x  

        dt 16t)-(50  x  d

t

0

x

o

   

      m  8t - t 50  x  2   ...(1) 

dt

dv
    a x

x     2m/s  16-    16t)(50
dt

d
  ...(2) 

dt

dy
    v y     m/s8t  -    )4t(100

dt

d 2   ...(3) 

dt

dv
    a

y

y     2m/s  8-    (-8t)
dt

d
   ...(4) 

เน่ืองจาก  2 t8 - t 50  x    และ 24t - 100 y    ดงันั้นจะสามารถพล๊อตค่า  x   และ  y   ไดเ้ม่ือ 
 4 , 3 , 2 , 1 , 0 t  และ  s 5   ดงัแสดงในรูป 

ถา้ตอ้งการหาความเร็วและความเร่งท่ีต าแหน่ง 0 y    ดงันั้นตอ้งการหา t  ท่ี  0 y   
จาก  24t - 100 y   

ดงันั้น  24t - 100  0       25    
4

100
    t 2   

       s  5    t     
ท่ี   s  5    t           m/s    30-      16(5) - 50  vx   
ท่ี   s  5    t           m/s    40-    (-8)(5)   8t    -  vy   
นัน่คือ   

m/s  50    40) (-  (-30)    v 2 2    
 และ  22 2 m/s  17.9    (-8)  (-16)    a    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  2/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่2    ถา้ต าแหน่งการเคล่ือนท่ีของลูกบอลลูน  ถูกก าหนดโดยสมการ  x  = ( 8t )  และ  y  =  x2 / 10   
จงหา   ก )  ระยะทางระหวา่งลูกบอลลูนกบัต าแหน่ง  A ( เส้นตรง )  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที 
            ข)   ขนาดและทิศทางของความเร็วของลูกบอลลูน  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที 
             
และหามุมระหวา่งแกน y และ  x  จากสมการดงัต่อไปน้ี 

 
วธีิท า 
ก)  หาระยะทางระหวา่งลูกบอลลูนกบัต าแหน่ง  A ( เส้นตรง )  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที 

     72.6    
8

6.25
  tan   )

dt

dx
(     tan  v o1-1-

x   

ท่ีเวลา  t  =  2  s  จะได ้ x =  8(2)  =  16  m. 

                                      y =  m.  25.6    
10

162

  

ดงันั้นระยะทางท่ีวดัจาก A ไป  B   (เส้นตรง )  มีค่าเท่ากบั 
                                     r  = 2  2 25.6  16    =    30.2  m.    ตอบ. 
ข)  หาขนาดและทิศทางของความเร็วของลูกบอลลูน  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วนิาที  จาก 

m/s  8    
dt

d(8t)
     

dt

dx
      x      v

o

x   

  m/s      /10] 8 x 16  x  2[   /10x x 2    
dt

)
10

xd(
     

dt

dy
      y      v

o

2

o

y         =    25.6  m/s     

และหามุมระหวา่งแกน y และ  x  จากสมการดงัต่อไปน้ี 

   72.6    
8

6.25
  tan   )

dt

dx
(     tan  θ o1-1-                          ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  3/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 3  เรือล าหน่ึง  เคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ดงัแสดงในภาพ  จงค านวณหาความเร่งของเรือล าน้ี  ถา้รัศมี
ความโคง้เท่ากบั  20 m.  และอตัราเร็วเท่ากบั  5  m/s. ( คงท่ี )  และอตัราเร่งในแนวแกน t  เท่ากบั  2  
m/s2 
 

 
วธีิท า  
        จากโจทย ์  
         - ความเร่งในแนวแกน t  เท่ากบั  2  m/s2 ( at ) 
         - รัศมีความโคง้เท่ากบั  20  m. (   ) 
 
         และจาก   
                      2

n

2 a  a   a  t       
         โดย 

                    
20

5
     

v
    a

22

n 


   =  1.25   m/s2 

                    2
.

t m/s  2    v    a   
         แทนค่าลงในสมการ   
                     222

n

2

t (1.25)    (2)    a    a    a     =  2.3585   m/s2        
        ดงันั้น  ความเร่งของเรือล าน้ี  จึงมีค่าเท่ากบั  2.358  m/s2      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  4/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่4   รถไฟขบวนหน่ึงวิง่ตามรางท่ีโคง้ตามสมการ    y  =  (10 -6)x3   จงค านวณหาอตัราเร่งของรถไฟ
ขบวนน้ี  ถา้ท่ี  x  =  600  ความเร็วของรถไฟจะเท่ากบั  40  ft/s  (x และ y  มีหน่วยเป็นฟุต ) 

 
วธีิท า 
จากสมการ    2

n

2 a  a   a  t  
และจากโจทยก์ าหนดให ้ ความเร็วของรถไฟมีค่าคงท่ีเท่ากบั  40  ft/s  นัน่หมายความวา่ ความเร่งใน
แนวแกน t  จะมีค่าเป็น  0  ( at  =  0  m/s2  )  ซ่ึงจะท าให ้ ความเร่งของรถไฟขบวนน้ี  เท่ากบัความเร่งใน
แนวแกน  n  เท่านั้น   
โดยหาอตัราเร่งในแนวแกน  n  จาก    

     
v

    a
2

n


  

เม่ือ     y  =  (10 -6)x3      จะได ้        x)3(10    
dx

dy 26-   และ      x )6(10    
dx

yd 6-

2

2

  

และท่ี  x  =  600  ft.  รัศมีความโคง้ของรางรถไฟจะหาไดจ้าก 

2

2

2/3
2

dx

d

dx

dy
  1

    
y






















       แทนค่าลงในสมการจะได ้  
ft.    855.7384     

)10(6

)x(10 (31
  

6

2/326-





 x

  

ดงันั้น 
7384.855

40
     

v
    a

22

n 


  =   1.8064    ft/s2 

นัน่หมายความวา่อตัราเร่งของรถไฟขบวนน้ี  เท่ากบั  1.8064  ft/s2             ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  5/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 5.  อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีตามสมการ  2 t 4 r   และ 
2

t
  θ

2

  เม่ือ r   มีหน่วยเป็น  m  และθ  

มีหน่วยเป็น rad   จงหาความเร็ว v   และความเร่ง a   ของอนุภาคน้ีเม่ือ  s 2 t    
 
หลกัการวเิคราะห์ :   
หาอนุพนัธ์ของ r  และ  θ เทียบกบัเวลา  คือ r , θ , r   และ θ   จากนั้นจึงหาความเร็ว v  และ a   ในรูป
ของเวกเตอร์ท่ีเวลา s 2 t   
 
การค านวณ : 

2 t 4 r   
2

t
    θ

2

  

2t  r     t  θ   
2  r   1    θ   

 
ท่ี  s 2 t     4  r   , 2    θ  ,  2  r    ,  1    θ   
และ    m/s  16    2)2  (4    θr     v 2

θ    

m/s   4    r    vr    
 
ดงันั้น      m/s  θ 16  r 4     θ v r  v  v 111θ1r


    ตอบ 

และ 
    2222

r m/s   30-    2 )2(4 - 2    θr  - r    a    
     m/s  24    (2)(4)(2)  1 )2  (4    θ r 2   θr     a 22

θ    
นัน่คือ 
    )θ(24)(  )r(-30)(    θa   ra    a 111θ1r


   ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  6/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่6.  อนุภาคอนัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นโคง้ในแกน θ -r  ในขณะนั้นถา้  
4

5π
  θ   ความเร่งในแนว  θ

เท่ากบั 2mm/s  16 , rad/s  4  θ  ,  rad/s  0.5  θ , mm/s 6  r , mm 5  r 2    จงค านวณหาขนาดของ
ความเร็วของอนุภาคในขณะนั้น 
 
หลกัการวเิคราะห์  : 
ขอ้มูลท่ีโจทยก์ าหนดมาใหส้ามารถหาค่า r  ได ้โดยใชส้มการความเร่งในแนวแกน θ  คือ  

θ r 2 θr   a r
    จากนั้นก็หาความเร็วรวมได ้ เม่ือ    θr   v,  r    v θr

   
 
การค านวณ  : 
ความเร่งในแนวแกน  θ   เท่ากบั  2mm/s  16   ดงันั้น 
       θ r 2  θr    16    aθ

   
    (0.5) )r( 2    5(4)    16   

    mm/s  4-       r   
 
ดงันั้น     mm/s  4-    r    vr    
    mm/s  2.5    ) 0.5 ( 5     θr     vθ    
    mm/s  4.72   )5.2() (-4      v 22    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  7/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่7.  ในขณะนั้นแขนพร้อมร่อง  หมุนดว้ยอตัราเร็ว  rev/min  80    N  และหมุนชา้ลงดว้ยอตัรา  

rev/min/s  280  ระยะ r  ในขณะนั้นเท่ากบั  mm  250  และมีระยะลดลงดว้ยอตัราคงท่ี mm/s  300

จงหา a  ในรูปของเวกเตอร์ในขณะนั้น 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
แปลงค่า  θ   และ  θ   ท่ีโจทยก์ าหนดมาให ้ ใหอ้ยูใ่นรูปของ  rad/s   และ   2rad/s   ตามล าดบั  และใช้
ขอ้มูลอ่ืน ๆ  หา ra   และ θa ได ้ ซ่ึงจะสามารถหา a   ได ้
 
การค านวณ  : 
ขอ้มูลท่ีโจทยก์ าหนดมาให ้ ดงัน้ี 

    rad/s  8.38    )
60

 π2
( 80    θ   

    rad/s   29.3-    )
60

 π2
( 280-    θ   ( หมุนชา้ลง ) 

และ        m  0.25    mm  250  r    
      m/s  0.3-     mm/s  300-    r   ( ระยะ r   ลดลง ) 

      0    r    
ดงันั้น 

  222

r m/s  17.55-    8)(0.25)(8.3  -  0    θr  - r    a    
     m/s  12.36-    8)(-0.3)(8.3 2  (-29.3) 0.25    θ r 2   θr     a 2

θ    
นัน่คือ 
    )θ(-12.36)(  )r(-17.55)(    θa   ra    a 111θ1r


   ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  4  เลขหนา้  8/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่8.  แขน  OA   หมุนตามสมการ 30.02t 0.2t    θ    ในขณะเดียวกนัเกลียวจะหมุน ซ่ึงท าใหต้วั
เล่ือน  B  เคล่ือนท่ีไปตามเกลียวดว้ยสมการ  2 t0.04  0.2  r   จงหาความความเร่งของตวัเล่ือนใน
ขณะท่ีเวลา  s 3  t    
วธีิท า :   ในขณะท่ีเวลา  s 3  t    

    0.004t    0.2 r  2  
    m  0.56    0.004(3)    0.2 r  2   
หาอนุพนัธ์ของ  r   เทียบกบัเวลา จะได ้           0.08    r , t  0.08   r    
ดงันั้นท่ีเวลา  s 3  t     นั้น  จะได ้

  m  0.56    0.004(3)    0.2 r  2           30.02t 0.2t    θ   
 m/s  0.24    (3) 0.08   r     20.6t  0.2   θ   


2m/s   0.08   r      t0.12   θ   
 
หามุม  θ  ท่ีเวลา  s 3  t    

        30.02t 0.2t    θ   
        30.2(3)  0.2(3)   θ   

        o65.3   )
π

180
1.14(    rad/s  1.14   θ   

หามุม θ  ท่ีเวลา  s 3  t    

  20.6t  0.2   θ   
  rad/s  0.740.6(3)  0.2   θ 2   
หามุม θ  ท่ีเวลา  s 3  t    

  2rad/s  0.36    (3) 0.12   t  0.12   θ   
ดงันั้น   

  222

r m/s  0.227-    0.56(0.74) -  0.08    θr  - r    a    
     m/s  0.557    74)(-0.24)(0. 2  (0.36) 0.56    θ r 2   θr     a 2

θ    
นัน่คือ 
    )θ(0.557)(  )r(-0.277)(    θa   ra    a 111θ1r


    

    222 m/s  0.601     ) 0.557 (  (-0.227)      a    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที่  1   เคร่ืองบิน  A  และ  B  ก าลงับินอยู่ในทิศทางดงัแสดงในภาพ  ถ้าในขณะนั้นเคร่ืองบิน A  มี
ความเร็ว  VA =  600  km/h  และ เคร่ืองบิน  B  มีความเร็ว VB  =  700  km/h  จงหาความเร็วสัมพทัธ์ของ
เคร่ืองบิน B  ถา้ผูม้องอยูบ่นเคร่ืองบิน  A    ( VB/A ) 
 

 
วธีิท า 
จากการบินของเคร่ืองบินทั้งสองล า  สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของเวกเตอร์ไดด้งัน้ี 
                   VA

    =  600 cos 35 i  -  600 sin 35 j 
                   VB   =  -700 i 
 
และจาก   VB/A   =  VB  -  VA   
                         =  -700i -  600 cos 35 I + 600 sin 35 j   
                         =  -1191.5 i +  344.1459 j 
                         =  22 )1459.344()5.1191(   
                        =    1240.2    km/h 
 
   หามุม  θ   จาก   

               tan θ    =  o 163.9    
5.1191

1459.344



 

 

 นัน่คือความเร็วสัมพทัธ์  VB/A    เท่ากบั  1240.2  km/h  และท ามุม  163.9o      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่2 : ในขณะต าแหน่งดงัแสดงในภาพ  รถยนต ์A มีความเร่งในทิศทางการเคล่ือนท่ี รถยนต ์B แล่น
ดว้ยอตัราเร็ว km/h  72 และก าลงัเร่งเพิ่มข้ึน  ถา้ความเร่งของ B ซ่ึงสงัเกตจาก A  มีค่าเป็นศูนยใ์น
ขณะนั้น  จงหาความเร่งของ A และอตัราการเปล่ียนแปลงอตัราเร็วของ B  
ตอบ.  (  m/s  2   v  ,    m/s    2.83    a 2

B

2

A   ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์  :  
เขียนเวกเตอร์แสดงความสัมพนัธ์ของความเร่ง  B/AAB a  a  a


   ในเม่ือ  0a B/A 

  ดงันั้น  AB a  a


  
โดยท่ี    tBnBB )a(  )a(    a


  

 
การค านวณ :     B/AAB a  a  a


  

    0  a  a AB 
  

 

    m/s   20
3.6

72
  km/h   72  vB   

    

    2
22

B
nB m/s  2    

200

20
    

ρ

v
    )a( 

   

 
จากรูปแสดงเวกเตอร์ของความเร่ง 
อตัราการเปล่ียนแปลงอตัราเร็วของ     m/s  2    )(a    v     B 2

tBB      
และ 2222

nB

2

tBAB m/s  2.83       2  2    )(a  )(a    a  a 
   ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที่  3   รถไฟขบวนหน่ึง  เคล่ือนท่ีด้วยอตัราเร็วคงท่ี  60  mi/h  โดยท่ีรางรถไฟอยู่เหนือถนนท่ีมี
รถยนต์อีกคนัหน่ึง  วิ่งมาด้วยอตัราเร็ว  45  mi/h  ตามทิศทาง  ดงัแสดงในภาพ  ถ้าผูโ้ดยสารท่ีอยู่ใน
รถยนตม์องผูโ้ดยสารท่ีอยูบ่นรถไฟ  จงหาขนาดของความเร็วสัมพทัธ์  ( vT/A ) 
 

 
 
วธีิท า 
จากสมการการสัมพทัธ์   
                                     VT  =  VA  +  VT/A 
 
นัน่คือ                           60i  =  ( 45 cos 45 i ) + ( 45 sin 45 j ) + VT/A 
 
ดงันั้น                          VT/A  =  (  28.2 )i  -  (31.8)j  
                                            =   22 31.8)- (  )2.28(    
                                            =      42.5  mi/h     ตอบ 
 
และหามุม θ   จาก   

                                
 

 
x

y

T/A

T/A

v

v
    θtan     =  

2.28

8.31   =  48.5  o 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4  ลูกบอลวิง่อยูใ่นร่องบนจานท่ีก าลงัหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม  ω  =  6  rad/s  และมีความเร่ง
เชิงมุม  α  =  3  rad/s2   โดยในขณะท่ีลูกบอลน้ีห่างจากจุด O  เป็นระยะทางเท่ากบั  0.4  m   ลูกบอลน้ีมี
ความเร็วเท่ากบั  0.6  m/s  และมีความเร่งเท่ากบั  0.15  m/s2  ในทิศทางดงัแสดงในภาพ  จงหาความเร็ว
และความเร่งของลูกบอลน้ี 
 

 
วธีิท า 
จากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ  Rotating  Axes   
สมการความเร็วสัมพทัธ์    Av

    =    Bv
  + ( rω


 ) + relv

     …(1) 
สมการความเร่งสัมพทัธ์    Aa

     =   Ba
  + ( ω


r ) + ( ω

   ( ω
  r ) )  + ( 2 ω  relv

 ) + rela
  

          …(2) 
เม่ือ   
              0v  =    0 
 0a   =   0 
 ω    =  6 k


  rad/s 

 ω    =  3 k


  rad/s2 

AC/Or
            =  relr

   =  0.4 i


    m 
( A/Ov
 )XYZ  =  relv

   =   0.6 i


   m/s 
( A/Oa
 )XYZ   =  rela

   =  0.15 i


 m/s2 

Cora            =  ( 2 ω  relv
 )   

                   =  i(0.6 x k)6(2


 
                   =  7.2 j


  m/s2 

จาการแทนค่าลงในสมการท่ี (1)  และ  (2)  จะได ้  

Cv   =   [ j2.4  i6.0


 ]             m/s   

Ca   =    [ j8.4  i2.14


 ]        m/s2     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  5  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่5   แผน่จานกลมรัศมี  0.15  m หมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี ( 2ω  = constant )    
ถา้ 1ω  = 2ω  =  3  rad/s       

 

 
จงหา     
ก)  ความเร็ว และความเร่งของจุด  D 
ข)  ความเร็ว และความเร่งของจุด  F 

วธีิท า หาความเร็วเชิงมุมของแผน่จานกลมท่ีหมุนรอบเพลา AB  จาก 
  ω   =  1ω  + 2ω   =  3j  +  3j  =  6j  rad/s 
 ก) พิจารณาท่ีจุด D 
  VD   =  VC  +  (ω  x rD/E) 
         =  (3j) x (0.15i) + (6j) x (-0.15i)   =    0.45 k  m/s  
 และจากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ Rotating  Axis 
   )r x (ω x ω  )r  x α ( a    a D/ED/ECD   

               )r x (ω x ω  )r  x ω ( ω    a D/EC/B11D   
               )(-0.15i x (6j x 6j  0.15i) x 3j (  (3j)    a D  x  
 2

D m/s   4.05i    5.4i  1.35i-    a           ตอบ 
ข) พิจารณาท่ีจุด F 

  VF   =  VC  +  (ω  x rF/E) 
         =  (3j) x (0.15i) + (6j) x (0.15i)    =     -1.5 k  m/s  
 และจากสมการการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์แบบ Rotating  Axis 
   )r x (ω x ω  )r  x α ( a    a F/EF/ECF   

               )r x (ω x ω  )r  x ω ( ω    a F/EC/B11F   
               )(0.15i x (6j x 6j  0.15i) x 3j (  (3j)    aD  x  
 2

D m/s   6.75i-    5.4i  1.35i-    a           ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  1/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ขอ้ท่ี 1  ชายคนหน่ึงมีมวล  kg  75  ยนือยูบ่นเคร่ืองชัง่สปริงในลิฟต ์ ในช่วง  3  วนิาทีแรกของการ
เคล่ือนท่ีจากจุดหยดุน่ิง  ความตึงในสายเคเบิ้ลเท่ากบั    N  8,300 จงอ่านค่า R  ซ่ึงอ่านไดจ้ากหนา้ปัทม์
ของเคร่ืองชัง่ในช่วงเวลาดงักล่าว  และความเร็วของลิฟต ์ เม่ือส้ินสุดวนิาทีท่ี 3  ก าหนดใหม้วลของลิฟต ์ 
ชายคนดงักล่าวและเคร่ืองชัง่รวมกนัเท่ากบั  kg   750  

 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า  :  หลกัการวิเคราะห์   
ค่า R ซ่ึงอ่านไดจ้ากหนา้ปัทมข์องเคร่ืองชัง่ก็คือ  แรงกระท าระหวา่งคนกบัตาชัง่  ซ่ึงจะปรากฏใน 
FBD ของคน  ค่าความเร่ง  ya   จะหาไดจ้ากการพิจารณาผงัวตัถุอิสระของลิฟต ์ คน  และเคร่ืองชัง่รวม
เป็นวตัถุเดียวกนั 
การค านวณ 
พิจารณาผงัวตัถุอิสระของลิฟต ์ คน  และเคร่ืองชัง่รวมกนั 
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              ya 750     7,360 - 8,300   
2

y m/s 1.257    a                   
พิจารณาผงัวตัถุอิสระของคนซ่ึงมีความเร่ง  2

y m/s 1.257    a     

yy ma    F      (1.257) 75     736 - R   
    N  830    R              ตอบ 
เน่ืองจากแรงกระท าจากภายนอกคงท่ี  ดงันั้นความเร่ง  ya   จึงคงท่ีดว้ย  ความเร็วของลิฟตเ์ม่ือส้ินสุด
วนิาทีท่ี  3   คือ    
     at      v   v 1   
     1.257(3)    0     v   
          m/s  3.77      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  2/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 2  รถกระเชา้มวล  kg  200  เคล่ือนท่ีไปตามสายเคเบิ้ลดว้ยแรงดึง kN  2.4  T   จงหาความเร่ง
ของกระเชา้และแรงดึง P   ท่ีสายเคเบิ้ลกระท าต่อลอ้เล่ือน 
 
 

 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์   : 
รถกระเชา้มีการเคล่ือนท่ีในแนวสายเคเบิ้ล  ดงันั้นเม่ือก าหนดระบบแกน  y -x  โดยใหแ้กน x  อยูใ่น
แนวสายเคเบิ้ล   a     a x   และ   0     a y   
การค านวณ : 
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              0     ) 
13

12
 1.962( - )

13

5
2.4(- P   

kN   2.73    P              
พิจารณาผงัวตัถุอิสระของคนซ่ึงมีความเร่ง  2

y m/s 1.257    a     

xy ma    F              ma 200     ) 
13

5
 1.962(  -  )

13

12
( 2,400   

2m/s   7.30   a                ตอบ 
ข้อสังเกต : 
ถา้ก าหนดระบบแกน y -x  โดยให้แกน x   อยูใ่นแนวระดบั  ความเร่งของรถกระเชา้จะประกอบดว้ย  

xa  และ  ya   โดย 2

y

2

x aa    a    การค านวณจะตอ้งแกส้มการในแนวแกน  x  และ  y   พร้อมกนั 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  3/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 3 : ลูกตุม้คอนกรีต A  มวล kg  125   ถูกปล่อยจากต าแหน่งหยดุน่ิงดงัรูป  ดึงท่อนซุงมวล  
kg  200  เคล่ือนท่ีข้ึนตามแนวพื้นเอียง  o30   สัมประสิทธ์ิความเสียดทานจลน์ระหวา่งท่อนซุงกบัพื้น

เอียงเท่ากบั  0.5  จงหาความเร็วของท่อนซุงขณะท่ีลูกตุม้กระทบพื้นท่ี B  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เน่ืองจากท่อนซุงผกูอยูก่บัรอกเป็น C   ดงันั้นท่อน ซุงจะเคล่ือนท่ีไดร้ะยะเป็นคร่ึงหน่ึงของลูกตุม้  
ความเร็วและความเร่งของท่อนซุงก็จะเป็นคร่ึงหน่ึงของลูกตุม้ดว้ย  ถา้สมมุติใหลู้กตุม้มีความเร่ง a   

ท่อนซุงจะมีความเร่งตามแนวพื้นเอียงเป็น  
2

a  

การค านวณ :    พิจารณา   FBD  
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

0    Fy              0     30 cos 200(9.81)- N o   

N   1,699    N              

xy ma    F       
2

a 200
     30sin  (9.81) 200  - 0.5(1,699)-2T o   ...(1) 

พิจารณา   FBD   ของลูกตุม้ 

xy ma    F       a 125     T -  125(9.81)      ...(2) 

N   1,699    N              
จากสมการท่ี (1)  และ  (2)  จะได ้  

N  1,004    T  ,  m/s   1.78     a 2   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  4/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ลูกตุม้เคล่ือนท่ีไดร้ะยะทาง  m  6  เม่ือกระทบพื้น B    
จากสมการ  2as  u    v 22        2(1.78)(6)   0    v2

A   
     m/s  4.62    vA   
ข้อสังเกต : 
เม่ือพิจารณา  FBD   ของลูกตุม้ ) N 9.81 ( 125      T    เน่ืองจากลูกตุม้มีการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่ง  
ดงันั้น  0      F   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  5/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที่ 4 : Collar  มวล  m  เล่ือนไปตามเพลาในแนวด่ิงดว้ยแรงกระท า  F   ซ่ึงมีขนาดคงท่ี แต่มีการ
เปล่ียนแปลงทิศทาง  ถา้  kt  θ   โดย  k   เป็นค่าคงท่ี  และ Collar  เร่ิมเคล่ือนท่ีจากจุดหยดุน่ิง  0  θ   

จงหาขนาดของแรง  F   ท่ีจะท าให ้ Collar หยดุน่ิงเม่ือ  
2

π
  θ     

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เม่ือพิจารณาจาก  FBD   ของ  Collar  มุม  θ   ท่ีเพิ่มข้ึน  เม่ือเวลาผา่นไปจะท าใหแ้รงยอ่ย  yF  ลดลง  
จึงเกิดความหน่วงข้ึนในแนวแกน y   ส่วนในแนวราบไม่มีการเคล่ือนท่ีเกิดข้ึน  0    F    จะได ้ 

θsin  F    N   
 
 การค านวณ :   พิจารณา  FBD  ของ Collar   
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              
dt

dv
m      mg - μN- θ cos F   



v

0

dvmmg)dtμFsinkt(FcosθFc  

mvmgt - ] ) 1 -kt  cos (μ  kt  sin  [
k

F
  

ส าหรับ  
2

π
  θ    , 

2k

π
 t   และ  0    v   ดงันั้น 

   0 
2k

mgπ
  - ] ) 1 - 0 (μ   1 [

k

F
  

     
2k

mgπ
    F      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  6/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่5  :   จงหาความเร่งในแนวด่ิงของมวล  kg  150 ทั้งสองกรณี  เม่ือไม่คิดความเสียดทานของมวล
และรอก 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :   
ในกรณี (ก)  มวล   kg  150   จะเคล่ือนท่ีข้ึน  และมวล  kg  200   จะเคล่ือนท่ีลงดว้ยความเร่งเท่ากนั  
ดงันั้นความตึงในเส้นเชือก   จึงไม่เท่ากบัน ้าหนกัของมวล  ส่วนในกรณี (ข)  ความตึงในเส้นเชือก  จะ
เท่ากบัแรงดึงท่ีกระท า 
 
การค านวณ :  
กรณี (ก)  พิจารณา  FBD  ของมวล  kg  150  
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              a 150     (9.81) 150 - T     ...(1) 
พิจารณาFBD  ของมวล  kg  200  

yy ma    F              200(-a)     (9.81) 200 - T     ...(2) 
จากสมการ (1)  และ (2)  จะได ้
     2m/s  1.40    a      ตอบ 
กรณี (ข)  พิจารณา  FBD  ของมวล  kg  150  
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              a 150     ) 9.81 ( 150-200(9.81)      
  2m/s  3.27    a      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  7/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 6 :  อนุภาคมวล  kg  3   เคล่ือนท่ีในแนวราบตามแนวแกน y   ดว้ยความเร็ว  m/s  4   เม่ือถูก
กระท าดว้ยแรงลพัธ์  2

y 2t  5    F    เม่ือ t มีหน่วยเป็นวินาที จงหาความเร็วของอนุภาคเม่ือ   s 3 t    
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
แรงลพัธ์  

yF   มีค่าแปรผนัตามเวลาท่ีผา่นไป  ดงันั้นความเร่งจึงแปรผนัตามเวลาดว้ย  ใหค้วามเร่งใน
เทอมของเวลาแลว้จึงอินทิเกรตหาความเร็วท่ีเวลา  s 3 t    
 
การค านวณ : 
จากสมการการเคล่ือนท่ี   

yy ma    F              a 3     2t  5 2      

   2t
3

2

3

5
    a   

 

dt a     dv             )dtt
3

2

3

5
 (     dv 2

3

0

v

4

   

     
3

0

3t
9

2
  t  

3

5
    4 - v   

 m/s  15          v     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  8/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่7  :   สัมประสิทธ์ิความเสียดทาน  ระหวา่งพื้นรถกบัห่อของเท่ากบั  0.30   จงหาระยะทางท่ีนอ้ย
สุด  s   ท่ีจะหยดุรถบรรทุก  จากอตัราเร็ว  km/h  70   ดว้ยความหน่วงคงท่ี  โดยไม่ท าใหห่้อของไถล
ไปขา้งหนา้ 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เม่ือรถหยดุดว้ยความหน่วงคงท่ี  ห่อของจะมีความหน่วงเช่นเดียวกบัรถดว้ย (เม่ือไม่เกิดการไถล)  แรงท่ี
ท าใหห่้อของเกิดความหน่วงน้ีคือ  แรงเสียดทานระหวา่งพื้นรถกบัห่อของ  ดงันั้นห่อของจึงไม่ไถลไป
ขา้งหนา้  หากแรงเสียดทาน  μN    F    เม่ือ  N   คือ  แรงปฏิกิริยา ในแนวตั้งฉากกบัพื้นรถท่ีกระท าต่อ
ห่อของ  ระยะทาง  s   ท่ีนอ้ยท่ีสุดท่ี จะเกิดข้ึนเม่ือใชค้วามหน่วงคงท่ีสูงสุดหรือแรงเสียดทานมีค่าสูงสุด 
คือ  μN    F   
 
การค านวณ : 
พิจารณา FBD  ของห่อของ   

yy ma    F              0    mg - N      

   mg    N   
 

xx ma    F              ma    mg 0.3-      
   g 0.3-    a   
 

 2as    v  v 2

1

2

2       s  g) 2(-0.3   )
 3.6

70
 (    0 2   

      m  64.2    s      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  9/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 8 : วตัถุช้ินเล็ก ๆ ถูกส่งจากสายพาน A  ซ่ึงเคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็ว m/s 0.4  v1  ผา่นพื้นเอียงยาว 
m  2 ถา้สายพาน B  มีอตัราเร็ว m/s 1  v2   และวตัถุเคล่ือนท่ีจากพื้นเอียงสู่สายพาน B โดยไม่เกิดการ

ไถล  จงหาสัมประสิทธ์ิความเสียดทาน  μ   ระหวา่งวตัถุและพื้นเอียง 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
วตัถุจะเคล่ือนท่ีสู่สายพาน  B  โดยไม่เกิดการไถล  เม่ือมีความเร็วท่ีปลายดา้นล่างของพื้นเอียง  หลงัจาก
ไถลลงมา  เท่ากบัความเร็วของสายพาน  B  คือ  m/s 1  v2   
พิจารณา  FBD   ของวตัถุ 

0    Fy              0   30 cos mg - N o      

   mg 0.866    N   
xy ma    F             ma  mg) (0.866μ  - 30sin  mg o    

   μ) 0.866 - 0.5 ( 9.81    a   

ads   vdv             dx ) μ 0.866 - 0.5 ( 9.81    dv v

2

0

1

0.4

   

   μ) 0.866 - 0.5 ( 9.81    a   
   ) 2 ( )μ  0.866 - 0.5 ( ) 9.81 ( 2    (0.4) - 1 22   
 0.553  μ              ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  10/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 9 :คานและกลไกเคร่ืองกวา้นมีมวลรวมเท่ากบั kg  1,200  มีจุดศูนยก์ลางมวลท่ี G  ถา้ความเร่ง
เร่ิมตน้  ของจุด P    บนสายเคเบิ้ลมีค่า  2m/s  6    a   จงหาแรงปฏิกิริยาท่ีฐานรองรับ  A  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
มวล  kg  500   ท่ีแขวนอยูก่บัรอกนั้นจะมีความเร่งเป็นคร่ึงหน่ึงของจุด  P   เม่ือพิจารณาผงัวตัถุอิสระ  
ของมวล   kg  500   จะไดแ้รงดึงในสายเคเบิ้ล  จากนั้นจึงพิจารณา FBD  ของคานและกลไกเคร่ือง
กวา้นเป็นมวลเดียวกนั 
 
การค านวณ   
พิจารณา   FBD ของมวล kg  500  

ma    F              (3) 500    ) (9.81 500 - T 2      
   N  3,202.5    T   
 
พิจารณา FBD  ของคานและกลไกเคร่ืองกวา้น 

0    MB    ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา 
  0    ) 5.1  (4.8 3,202.5 - ) 2.4 ( ) (9.81 1,200 - ) 0.3 ( FA   
           N  19,986   FA  หรือ     kN  19.986   FA   ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  11/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 10 :  จงหาอตัราเร็วในการหมุน   N   เพื่อใหแ้ขนของเคร่ืองเล่นกางออกเป็นมุม  o60  เม่ือไม่คิด
มวลของแขนและถือวา่  วตัถุเป็นอนุภาค 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ 
วตัถุจะเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมในระนาบระดบั  โดยมีความเร่งในแนวตั้งฉาก na   รัศมีของวงกลม คือ 

m  θ)sin  10  5 (   
 การค านวณ : 
พิจารณาผงัวตัถุอิสระของวตัถุขณะท่ี  o60  θ     
 0    Fy             0    mg - 60 cos R o   

           
60 cos

 mg
     R                   

o
    

nn ma    F             )60sin  10  (5 ω m       60sin  R o2o   
)60sin  10  (5 ω m    60 tan mg o2o   

  rad/s  1.115      ω              
   

2π

(60) 1.115
     N              

   rev/min  10.65     N               ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  12/13 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่11 : ตวัเล่ือนเล็ก ๆ  เคล่ือนท่ีไดอิ้สระ  ไปตามราวโคง้วงกลม  AB  โดยไม่มีความเสียดทาน  ถา้
ราวโคง้น้ีหมุนรอบแกนด่ิง  OA  ดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี  θ   จงหามุม  β  ส าหรับต าแหน่งเสถียรของ
ตวัเล่ือน 

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
ส าหรับเสถียรภาพของตวัเล่ือน ตวัเล่ือนจะไม่มีการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์  เทียบกบัราว  AB ตวัเล่ือนจะ
เคล่ือนท่ีเป็นวงกลม  ในแนวระดบัรอบแกนด่ิงผา่นจุด A โดยรัศมีวงกลมเป็น  βsin r  

 
การค านวณ : 
พิจารณา  FBD   ของตวัเล่ือน 

0    Fy              cos N  

           
60 cos

 mg
     R                   

o
    

 

nn ma    F                  2θ) βrsin  ( m     βsin  N   

   

        
2θ) sinβr  ( m      βsin  

β cos

mg   

                                             
2

1-

θr 

g
 cos      β


  

โดย  
r

g
     θ    เน่ืองจาก  ค่า  cos  สูงสุดคือ  1     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  6  เลขหนา้  13/113 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่12  :  อนุภาคมวล  kg  2  เคล่ือนท่ีในแนวระดบัโดยมีพิกดัเชิงขั้วดงัสมการ  4 3t - 2tr 3   

และ  t  π
2

1
sin  2 θ    เม่ือ r   มีหน่วยเป็น m  และ  θ   มีหน่วยเป็น rad  และ t   มีหน่วยเป็น s   

จงหาแรงลพัธ์ในแนวระดบัท่ีกระท าต่ออนุภาคท่ีเวลา  s 2 t     
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
หาความเร่ง  ra   และ  θa   ของอนุภาคท่ีเวลา  s 2 t   แลว้จึงหา rF   และ  θF    จากสมการ  ma  F  
 
การค านวณ :  

43t  - 2t  r  3    t  π
2

1
sin  2 θ   

3 - 6t    r 2    t  π
2

1
 cos   π  θ   

12t    r     t  π
2

1
sin     

2
-   θ

2
  

 
ท่ีเวลา   s 2  t    

2m/s  24   r , m/s  21  r , m  14  r     
0    θ  ,    rad/s    ,    )  π(-   θ ,       0    θ    

 
)θr - r ( m    F 2

r
     N  228-    ] )  π - ( 14 - 24 [ 2    F 2

r   
)θ r 2  θr ( m    Fθ
      N  264-  ]   π - ( 3(21)  0 [ 2    Fθ   

       ) 264- (  (-228)          F 2 2   

  N  348.7              
 
ข้อสังเกต : 

rF   และ  θF   มีเคร่ืองหมายลบ  แสดงวา่  rF   และ  θF   มีทิศในแนวทางลบของแกน  r   และ
แกน    θ  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  1/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่1 : ลูกปืนมวล g 60  วิง่ผา่นทะลุแผน่ไมห้นา mm  200  ถา้ลูกปืนเขา้กระทบแผน่ไมด้ว้ยความเร็ว  

m/s  600   และทะลุออกดว้ยความเร็ว  m/s  300   จงหาแรงเสียดทานเฉล่ียของแผน่ไม ้
 

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
ใหใ้ชแ้รงเสียดทานเฉล่ียเป็นแรงคงท่ีในการหางานของแรงเสียดทาน 
 
การค านวณ : 
 งานของแรงเสียดทาน  J  ) (0.20 R-    U   

จากสมการ  T    U     )]600 - [(300 (0.06) 
2

1
    R 0.20 22  

kN  40.5    N   40,500    R     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  2/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 2. ลูกบอลถูกปล่อยจากต าแหน่ง A  ดว้ยความเร็ว m/s  2  ใหแ้กวง่ไปบนระนาบด่ิงท่ีจุดต ่าสุด 
เส้นเชือกจะกระทบหลกั B  และลูกบอลจะเคล่ือนท่ีไปตามแนวเส้นประ  จงหาความเร็ว Cv ของลูก
บอลท่ีต าแหน่ง C  
ตอบ. ) m/s   2.63     v( C   

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
แรงท่ีเกิดงาน  คือ  น ้าหนกั  ส่วนแรงตึงในเส้นเชือก  จะไม่เกิดงานเน่ืองจากทรงกลมไม่มีการเคล่ือนท่ี
ในแนวรัศมี ( ซ่ึงเป็นแนวแรงของแรงตึงในเส้นเชือก )  
 
การค านวณ : 
ระยะเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงจาก A   ไป C   คือ   

    m  0.15   60 cos 0.9 - 6.0   o   
 

จากสมการ  T    U     )]2 - [(v m 
2

1
    ) 0.15 mg( 22

c  

   m/s  2.63    vc     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  3/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 3.  ชายคนหน่ึงและจกัรยานมีมวลรวมกนัเท่ากบั   kg  90   จงหาก าลงั P ของชายคนน้ีในการข่ี
จกัรยานข้ึนทางลาด  %  5  ดว้ยอตัราเร็วคงท่ี  km/hr  30  

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
ก าลงั  P   ท่ีใชจ้ะมีขนาดเท่ากบัอตัราของงานในการเคล่ือนท่ีมวล  kg  90   ข้ึนไปตามพื้นแนวเอียง 
 
การค านวณ : 
มุมของทางชนั  %  5  คือ   

    o1- 2.86    )
100

5
(   tan  θ   

จากสมการ v . F    P


   

  θ) (90 cos  v. F    P   

    2.86) (90 cos  )
3.6

30
( 9.81) x (90    P   

      W367.1-    P   
 
ดงันั้นชายคนน้ี จะตอ้งใชก้ าลงั    W367.1     P     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  4/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4 : มอเตอร์ A   ท่ีใชก้วา้นมวล  kg  100  จ  าวน  2  ช้ิน  ดงัรูป  ถา้มวลช้ินล่างถูกดึงข้ึนดว้ย
อตัราเร็วคงท่ี  m/s  0.5   และวตัตมิ์เตอร์  B   อ่านค่าได ้  kW  1.6   จงหาประสิทธิภาพรวมทางไฟฟ้า
และทางกลของระบบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
ประสิทธิภาพรวมของระบบคือ  ก าลงัในการกวา้นมวล kg  100 ทั้งสองข้ึนไป  หารดว้ยก าลงัไฟฟ้าท่ีใส่
ใหแ้ก่มอเตอร์  โดยมวล  kg  100  ช้ินบน  จะมีความเร็วเป็นสองเท่าของช้ินล่าง 
 
การค านวณ  : 
จากสมการ U    P    

    W1,471.5    1)  (0.5 x 9.81 x 100     Pout   
 

1n

out

P

P
    e     0.92    

1,600

1,471.5
    e     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  5/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่5 :  วตัถุมวล kg   10   เคล่ือนท่ีไดอิ้สระบนราววงกลม  ถา้วตัถุเร่ิมเคล่ือนท่ีจาก A โดยแรงกระท า
คงท่ี  N  250   บนสายเคเบิ้ล  จงหาความเร็วของ v   ของวตัถุ  เม่ือเคล่ือนท่ีผา่นต าแหน่ง  B  
 
 

 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
วตัถุเคล่ือนท่ีจาก  A   ไป  B  จะเกิดงานเน่ืองจากแรงดึงคงท่ี  N  250   และน ้าหนกัส่วนแรงปฏิกิริยา 
N   ในแนวตั้งฉากจะไม่เกิดงาน 
 
การค านวณ ; 
ระยะท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวของแรงดึง N  250   คือ   
    m  2.40    0.6  -  )6.04.2()4.2( 22   
 
จากสมการ T    U    

    0)(10)(v
2

1
    (2.4) (9.81) 10 - ) 2.40 ( 250 2

B   

ดงันั้นความเร็ว   m/s  8.54    vc      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  6/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่6 :  ตวัเล่ือน  A   มีมวล  kg  10   เคล่ือนท่ีข้ึนไปตามรางโดยไม่มีความเสียดทาน  สปริงท่ียดึอยูมี่
ค่า  N/m  60  k     และยดือยูเ่ป็นระยะ  m  0.6  ท่ีต  าแหน่ง A   ซ่ึงตวัเล่ือนถูกปล่อยจากสภาวะหยดุ
น่ิง  แรงกระท า  N  250   มีค่าคงท่ีและไม่คิดแรงเสียดทานท่ีรอก  จงหาความเร็วของตวัเล่ือนขณะผา่น
จุด  C  

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เม่ือพิจารณาการเปล่ียนแปลงของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วงและพลงังานศกัยย์ดืหยุน่  ในการเคล่ือนท่ีจาก 
A ไป  C   งานท่ีเกิดข้ึนจะมีเพียงงานของแรง  N  250   เท่านั้น   
การค านวณ :   
ระยะเคล่ือนท่ีของแรง  N  250   คือ m  0.6    9.0(1.2)  (0.9)    BCAB 22   
งานของแรง  N  250   คือ    
    J   150    (0.6) 250   
การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง 
    J   58.86     )30sin  (1.2 x 9.81 x 10  h   g m    v o

g   
การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยย์ดืหยุน่ 

    J   86.4    ](0.6) - 0.6)  [(1.2  x 60 x 
2

1
    ) x-k(x 

2

1
    v 222

1

2

2e   

จากสมการ 

   v  v  T    U eg       86.458.860)(10)(v
2

1 2   

m/s  0.974    v     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  7/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่7  :  ปลอก A   มีมวล  kg  7   เล่ือนข้ึนลงบนเพลาโดยไม่มีความเสียดทาน  ปลอกถูกปล่อยจาก
จุดหยดุน่ิงท่ีดา้นล่างของเพลา  ใหเ้คล่ือนท่ีข้ึนดว้ยแรง N 200  F   จงหาค่า  k   ของสปริงถา้ระยะกด
ของสปริงถูกจ ากดัใหเ้ท่ากบั  mm 75  โดยต าแหน่งของรอกเล็ก ๆ  นั้นคงท่ี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :   
ขณะท่ีปลอก A  กดสปริงเป็นระยะ  mm  75   ท่ีจุด A  และ B  จะอยูใ่นแนวระดบัเดียวกนั  และมี
ความเร็วของ A  เป็นศูนย ์
 
การค านวณ : 
ระยะเคล่ือนท่ีตามแรง F   คือ m  0.278    0.225  -  (0.225)  (0.45) 22   

จากสมการ   T    U     ] 00.75) ( [k  
2

1
 - ) 0.45 ( (9.81) 7 - (0.278) 200 2   

      N/m  8,790  k     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  7  เลขหนา้  8/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่8 : ปลายของกา้นเจาะซ่ึงมีมวล  kg  2  จะอยูใ่นต าแหน่งเส้นประเม่ืออยูใ่นสภาวะสมดุลบนสปริง
ท่ีมีค่า kN/m  1.6 k    ปลายดา้นบนของสปริงเช่ือมติดกบักา้นเจาะและปลายดา้นล่างเช่ือมติดกบัแผน่
ฐาน  ถา้กา้นเจาะถูกดึงข้ึนเป็นระยะ  mm  40 เหนือต าแหน่งสมดุลแลว้ปล่อยจากสภาวะหยดุน่ิง  จงหา
ความเร็วของกา้นเจาะ  เม่ือกระทบกบัแป้น A  ก าหนดใหไ้ม่คิดความเสียดทานในระบบ 

 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
พิจารณาการเปล่ียนแปลงของพลงังานในระบบในการเคล่ือนท่ี  จากสภาวะหยดุน่ิงจนกระทบแป้น A  

ท่ีสภาวะสมดุล  สปริงจะถูกกดโดยน ้าหนกัของกา้นเจาะมีค่าเท่ากบั m  0.01226    
1,600

9.81 x 2
    x O   

การค านวณ 
ท่ีสภาวะหยดุน่ิง  สปริงจะถูกยดืเป็นระยะ   

   m  0.02774     x- 0.040    x O1   
เม่ือกระทบกบัแป้น A   สปริงจะถูกกดเป็นระยะ 

   m  0.01826     x 0.006    x O2   
การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยย์ดืหยุน่ 

  J   0.3849-    ](0.02774) - [(0.01826)  x 1600 x 
2

1
    ) x-k(x 

2

1
    v 222

1

2

2e   

การเปล่ียนแปลงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง 
  J   0.9025-     (-0.046) x 9.81 x 2  h   g m    vg   
การเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ 

  222

1

2

2   v   ) 0-(2)(v
2

1
    ) v- (v m

2

1
    T   

จากสมการ 
   v  v  T    U eg     0.3489 -  0.9025v 2   

m/s    1.119    v     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 : อนุภาคมวล  kg  0.5   เคล่ือนท่ีในแนวระดบั  และมีความเร็ว  m/s  10 u   ในทิศทาง x  
ท่ีเวลา 0  t    แรง  

1F

  และ  

2F

  มากระท าต่ออนุภาค  โดยมีขนาดแปรผนัดงักราฟ  จงหาความเร็วของ

อนุภาคโดยมีขนาดแปรผนัดงักราฟ จงหาความเร็วของอนุภาคท่ีเวลา  s  3  t    
 

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
ใหพ้ิจารณาอิมพลัส์และโมเมนตมัของแต่ละแรง  โดยมีขนาดเท่ากบัพื้นท่ีใตก้ราฟ   t- F  ในช่วงเวลา 

0  t     ถึง  s 3  t    
การค านวณ : 
ในแนวแกน x   มีอิมพลัส์เชิงเส้นของแรง  1F    

 

3

0

xx ΔGdt   F   

  )10v(5.0)]13(2)1(4[ x   
  m/s  6-   vx   
ในแนวแกน y   มีอิมพลัส์เชิงเส้นของแรง  2F    

 

3

0

yy ΔGdt   F   

  )0v(5.0)]13(2)2(1[ y   
  m/s  8   vy   
เม่ือ  j8  i6-    v


    และ  m/s   10    86   v 22   

ดงันั้น   126.9   θ o

x        ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 2 : เรือล าหน่ึงมีมวล   tonsmetric 10 x 150 3 ถา้สายเคเบิ้ลท่ีผกูติดกบัเรือลากจูงมีความตึง   

kN 200  จงหาระยะเวลาท่ีเรือจะมีความเร็วเป็น  knot  1   จากสภาวะหยดุน่ิงสมมุติไม่คิดแรงเสียดทาน
อ่ืน ๆ  )km/hr  1.852  knot   1 (    
 
 

 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เม่ือพิจารณาในแนวการเคล่ือนท่ีของเรือ  แรงท่ีท าให้เกิดอิมพลัส์เชิงเส้น  คือ kN  20 cos 200 o    
 
การค านวณ : 

   ]0
6.3

852.11
[10 x 150  t    )(10 20 cos 200 33o 


  

   s  410.6  t    หรือ min  6.84  t    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3 : รถขนถ่ายมวลรวม kg  150   เคล่ือนท่ีลงตามพื้นเอียงดว้ยความเร็ว m/s  4 เม่ือมีแรง P  
มากระท าท่ีเวลา 0  t     แรง P  เพิ่มข้ึนอยา่งสม ่าเสมอจนถึง  N 600   ท่ีเวลา s 4  t    หลงัจากนั้นจะ
มีค่าคงท่ี  จงหาเวลา  1t   ท่ีรถขนถ่ายจะกลบัทิศทางการเคล่ือนท่ี  และความเร็วของรถขนถ่ายท่ีเวลา  

s 8  t     ก าหนดใหร้ถขนถ่ายเป็นอนุภาค 
 

 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
เม่ือพิจารณาการเคล่ือนท่ีของรถขนถ่ายในแนวพื้นเอียง  แรงท่ีท าใหเ้กิดอิมพลัส์และโมเมนตมัเชิงเส้น 
คือ  P 2   ในทิศข้ึน  และ  o30sin  mg  ในทิศลง  รถขนถ่ายจะกลบัทิศการเคล่ือนท่ี  เม่ือความเร็ว
ชัว่ขณะเป็นศูนย ์
การค านวณ : 
ก าหนดใหทิ้ศข้ึนตามแนวพื้นเอียงเป็นทิศทางเป็น x  และสมมุติใหร้ถขนถ่ายเร่ิมกลบัทิศการเคล่ือนท่ี 
( เคล่ือนท่ีข้ึน ) ท่ีเวลา t  4 t    






tt

0

xx ΔGdt   F   

  )] (-4 - 0 150[    Δt)4(30sin  (9.81) 150 - ) 600 x 2 ( ) 600 x 2 ( (4) 
2

1 o   

  s  2.46  t   
  s  6.46   2.46  4  t    4   t   

 

8

0

xx ΔGdt   F   

  )] (-4 -  v150[    )8(30sin  (9.81) 150 - 600) x 4(2 ) 600 x 2 ( (4) 
2

1 o   

  m/s    4.76    v   
ดงันั้นท่ีเวลา  s 8 t    รถขนถ่ายจะมีความเร็วเท่ากบั  m/s    4.76    v  ในทิศทางข้ึน    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4 :  ลูกปืนมวล kg  0.05  ความเร็ว m/s  600  เขา้กระทบวตัถุมวล kg  4  แลว้ฝังอยูภ่ายใน  ถา้
วตัถุเคล่ือนท่ีอยูบ่นระนาบระดบัผวิเรียบ  ดว้ยความเร็ว  m/s  12  ในทิศทางดงัรูป  ก่อนท่ีลูกปืนจะมา
กระทบ  จงหาความเร็ว v   ของวตัถุและลูกปืน  ท่ีเคล่ือนท่ีไปดว้ยกนัหลงัการกระทบ 

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์  : 
เน่ืองจากไม่มีแรงภายนอกมากระท าต่อระบบ (ลูกปืนและวตัถุ)  ในระนาบระดบั  ดงันั้นโมเมนตมัเชิง
เส้นของระบบในแนวแกน  x  และ y  จะมีค่าคงท่ี 
 
การค านวณ :  

0  G x     x

o  v0.05)(4    0  )30 (12cos 4   
  m/s  10.26  vx   
 

0  G y     x

o  v0.05)(4    0.05(600)  )30(12sin  4   
  m/s   13.33  vy   

ดงันั้น 
      m/s   16.82     (13.33)  (10.26)    v 22   

      o1- 52.41    
10.26

13.33
  tan  θ     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  8  เลขหนา้  9/11 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่5  : ตุม้น ้าหนกัมวล  kg  400   ถูกปล่อยจากจุดหยดุน่ิงท่ีระยะ  m  1.2  ลงมากระทบเสาเขม็ซ่ึงมี
มวล  kg  250  ซ่ึงฝังอยูใ่นดินลึก  m  0.9 หลงัการกระทบ  ตุม้เหล็กจะเคล่ือนท่ีไปพร้อมกบัเสาเขม็
โดยไม่กระดอนข้ึน  จงหาความเร็ว v   ของเสาเขม็และตุม้น ้ าหนกัทนัทีหลงัการกระทบ 
 

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
หาความเร็วของตุม้น ้าเหล็กก่อนกระทบเสาเขม็โดยใชส้มการงานและพลงังานในการกระทบ  ช่วงเวลา
ก่อนการกระทบจนถึงทนัทีหลงัการกระทบถือวา่สั้นมาก 0Fdt     ดงันั้นจะได ้ 0 G   
 
การค านวณ :  

gv  T    U     h  g m - 0) - (v m
2

1
    0 2

O  

     h g 2    vO   
     m/s  4.85    1.2 x 9.81 x 2    vO   
 

0  G        v250)  (400    (0) 250  (4.85) 400   
     m/s  2.98   v      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  10  เลขหนา้  1/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 1 ตวัตอกเสาเขม็มวล kg  800  ถูกปล่อยจากความสูง m  2  เหนือเสาเขม็ท่ีมีมวล kg   2,400 ถา้
ตวัตอกเสาเขม็กระดอนข้ึน  m  0.1  ทนัทีหลงักระทบเสาเขม็  จงค านวณหาค่าการสูญเสียพลงังาน 
 

 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
จากหลกัการของงานและพลงังาน  วตัถุท่ีปล่อยใหต้กลงมาระดบัความสูง h  จะมีความเร็วเท่ากบั  

h g 2 ในท านองเดียวกนั  วตัถุท่ีมีความเร็วตน้  h g 2   ก็จะสามารถเคล่ือนท่ีข้ึนไปไดสู้ง  h  
เช่นเดียวกนั 
การค านวณ : 
(ก)  ความเร็วของตวัตอกก่อนกระทบเสาเขม็ 

            m/s  6.26    2 x 9.81 x 2    v     
ความเร็วของตวัตอกหลงักระทบเสาเขม็ 

            m/s  1.40    0.1 x 9.81 x 2    v     
0G y                     pv 2,400   ) (-1.40 800   0  ) 6.26 ( 800   

            m/s  2.55    vp     ตอบ 

(ข)                    0.63    
026.6

1.40  2.55
    e 




   ตอบ 

(ค)  พลงังานจลน์หลงักระทบ  เท่ากบั   

                 J  15,675    ) 6.26 ( ) 800 ( 
2

1 2   

พลงังานจลน์หลงัการกระทบ  คือ   J   8,587    (2.55) (2,400)
2

1
  ) 1.40 ( ) 800 ( 

2

1 22   

พลงังานสูญเสียเท่ากบั                     %  45.2  100  x  
15,675

8,587 - 15,675
    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  10  เลขหนา้  2/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 2  ทรงกลม  1   มีความเร็ว m/s  6  v1   ในทิศทางดงัรูป  วิง่เขา้ชนทรงกลม 2  ซ่ึงมีลกัษณะ
เหมือนกนัและอยูน่ิ่ง  ถา้สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ  0.6    e   จงหาความเร็วหลงัการกระทบและ
เปอร์เซ็นตก์ารสูญเสียพลงังาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
การกระทบในท่ีน้ีเป็นแบบ  Oblique ดงันั้นจึงตอ้งหาแนวสัมผสัของการกระทบคือ ทิศทาง x  หรือ t
และแนวตั้งฉากคือทิศ  n   เพื่อน าสมการส าหรับทิศทางนั้น ๆ  มาใชไ้ดถู้กตอ้ง 
การค านวณ  : 
หาแนวสัมผสั t  และแนวตั้งฉาก n   ดงัรูป  จะไดว้า่  ความเร็ว m/s  6  v1  ท ามุม  o30  กบัทิศทาง n   
หลงัการกระทบ  สมมุติใหท้รงกลม1   มีความเร็ว 1v  ในทิศทางท ามุม 1θ  กบัทิศทาง  t   ส่วนทรง
กลม 2  มีความเร็วเป็น 2v   ในทิศทาง n  ( ก่อนการกระทบทรงกลม 2   หยดุน่ิง  แรงการทบท่ีมา
กระท า  คือ   F  ในทิศทาง n  ดงันั้นทรงกลม 2  จึงมีความเร็วหลงัการกระทบในทิศทางเดียวกบั  F   
คือ  ทิศทาง n  

0Gn                  00)30 cos 6 ( m -  θsin  vm  v m o

112   
            0     33 - θsin  v  v 112       ...(1) 

0G t                  )30sin  6 ( m -  θsin  vm  θ sco v m o

1111
    ...(2) 

สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ 
06cos30

)θ(sinv  -  v
    0.6    e

1

 1 2




      ...(3) 

จากสมการท่ี (1) , (2) และ  (3)   จะได ้   
m/s  3.18    v1     ,   m/s  4.16   v2    ,   19.11   θ o

1     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  10  เลขหนา้  3/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
 
พลงังานจลน์ก่อนการกระทบ  คือ   

  J    m  18    m(6)
2

1
   T 2   

พลงังานจลน์หลงัการกระทบ  คือ   

  J    13.71m    ) (4.16 m 
2

1
  m(3.18)

2

1
   T 22   

 

)100(
T

T - T
    (100) E


  

  %8.23(4.16)  m
2

1
   

18

m  13.71 - m 18
     2 

m
 

 
ข้อสังเกต : 
ทิศทางของทรงกลม 2 หลงัการกระทบ  หากสมมุติใหท้  ามุมกบั  2θ   ในทิศทาง n  ก็จะไดค้  าตอบ   

0θ2    โดยสมการเพิ่มเติมท่ีใชคื้อ 0G t    ส าหรับทรงกลม 2  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  10  เลขหนา้  4/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3 : ทรงกลมมวล kg  2  วิง่ดว้ยความเร็วในแนวราบ m/s  10 เขา้กระทบกบัรถเล่ือนซ่ึงรองรับดว้ย
สปริงท่ีมีค่า  Stiffness  of  Spring , N/m  1,600  k    รถเล่ือนเดิมทีอยูใ่นต าแหน่งหยดุน่ิงและสปริงมี
ความยาวปกติ  ถา้สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ 0.60    e   จงหาความเร็ว v  และมุม θ  ของทรงกลม  
รวมทั้งระยะทางมากท่ีสุดท่ีรถเล่ือนเคล่ือนท่ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  
การกระทบเป็นแบบ  Oblique  แนวสัมผสั t   คือแนวพื้นเอียงของลอ้เล่ือน  และในท่ีน้ีระยะเคล่ือนท่ี
สูงสุดของลอ้เล่ือน  คือ  ระยะยบุตวัสูงสุดของสปริง 
 
การค านวณ : 

0Gn        )30 cos  v( 10 - )30 - ( cos v 2    (0) 10  )30 cos 2(10- o

O

o

2

o   
  )30 cos  v( 10 - )30 - (θ cos v 2    (0) 10  )30 cos 2(10- o

O

o

2

o        
...(1) 

 

สัมประสิทธ์ิการคืนสภาพ 
030 cos 10

30 cos  v ) 30 - θ ( cos v
    0.6    e

o

o

O




  ...(2) 

0G t     0)30 - θ (sin  v2 - ) 2(10sin30 oo    ...(3) 
 
จากสมการท่ี (1) , (2) และ  (3)   จะได ้   

m/s  6.04    v     ,   m/s  2.087   vO    ,   85.9   θ o

1    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  11  เลขหนา้  1/5 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 : จงหาความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบ  ซ่ึงประกอบดว้ยทรงกระบอกมวล kg 5  จ  านวน  
4 ช้ิน  สมมุติใหไ้ม่คิดความเสียดทานของมวล ของรอกและสปริง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
ความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบ  คือ ความเร่งในแนวด่ิง 
 
การค านวณ :  
    N 50  F , N  50  F ,  N 100   F ,  N  50    F 4321   
จากสมการ  ma    F   
    a 20    20(9.81) -) 50  50  100  (50   
    2m/s  2.69    a      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  11  เลขหนา้  2/5 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 2: รถขนแร่มวล kg 300  และ kg  400 เคล่ือนท่ีในทิศทางตรงกนัขา้ม  ดว้ยอตัราเร็ว m/s  0.6

และ  m/s  0.3  ตามล าดบัดงัรูป  โดยรถทั้งสองจะล็อคติดกนั  หลงัการชนโดยทนัทีทนัใด    ก่อนการ
ชนนั้น  มีกอ้นแร่มวล kg  100 ตกลงมาจากรางดว้ยความเร็ว  m/s   1.2   ในทิศทางดงัรูป  ลงสู่รถขน
แร่มวล  kg 300   จงหาความเร็วของระบบหลงัจากกอ้นแร่หยดุน่ิงเทียบกบัรถ  ความเร็วน้ีจะมีค่าเท่า
เดิมหรือไม่หากการชนเกิดข้ึนก่อนท่ีกอ้นแร่จะตกลงมา 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เน่ืองจากไม่มีแรงภายนอกมากระท าต่อระบบในแนวราบ ดงันั้นโมเมนตมัเชิงเส้นของระบบในแนวราบ
จึงมีค่าคงท่ี 
 
การค านวณ :  

0G x     100)v400(300)30 cos 100(1.2  400(0.3) - 300(0.6) o   
                              m/s  0.205    v     ตอบ 
 
หากการชนเกิดข้ึนก่อนกอ้นแร่ตกลงมา  ความเร็วท่ีไดจ้ะยงัมีค่าเดิม  เน่ืองจากแรงทั้งหลายในแนวราบ
เป็นแรงภายในของระบบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  11  เลขหนา้  3/5 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที่ 3  ผูช้ายมวล 1m และผูห้ญิงมวล 2m  ยนือยูท่ี่ปลายของแผน่ไมค้นละดา้นของแผน่ไมม้วล Om ซ่ึง 
อยูน่ิ่งท่ี 0   s  และจะเคล่ือนท่ีไปบนลูกกล้ิงโดยไม่มีความเสียดทาน เม่ือคนทั้งสองเดินเขา้หากนั จงหา
การขจดั s  ของแผน่ไมเ้ม่ือคนทั้งสองเดินมาพบกนัในเทอมการขจดั  1x  ของผูช้ายเทียบกบัแผน่ไม ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
จากทฤษฎีของวาริกนนั 

ii rm    rm


    ดงันั้น       )rm(  )rm( s  sii0sii  
  

 
การค านวณ : 

         )rm(  )rm( s  sii0sii  
  

  s)
2

(m)xs(m) x-   s(m    
2

m)0(m m O2211O21 
l

l
l

l  

     
  mm m

   xm-xm
  s

21O

2211


  

 
แต่           x  x 12  l  
 

ดงันั้น  ] 
mmm

m -  x)mm (
    s  [

21O

2121






l     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  11  เลขหนา้  4/5 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่4 :  ลูกกระสุนปืนใหญ่มวล  20  kg  ถูกยงิจากจุด O  ดว้ยความเร็ว m/s  300  u    ในระนาบด่ิง  
z-x  โดยมีทิศทางดงัรูป  เม่ือข้ึนไปถึงจุดสูงสุด P กระสุนจะระเบิดออกเป็นสามส่วนคือ  B ,A และ 

C  ทนัทีทนัใดหลงัการระเบิดจะสังเกตเห็นวา่  ช้ินส่วน A จะเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงไปไดร้ะยะ m  500  
เหนือจุด P  ช้ินส่วน B จะมีความเร็ว Bv ในระนาบระดบัและจะตกสู่พื้นดินท่ีจุด Q  มวล  B ,A และ 
C   คือ   kg  9 , 5 และ kg  6  ตามล าดบั  จงหาความเร็วของช้ินส่วน C  ทนัทีท่ีระเบิด  สมมุติไม่คิด
แรงตา้นของอากาศ 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
หาความเร็วของกระสุนปืนใหญ่ท่ีจุด P   โดยใชส้มการของการเคล่ือนท่ีวถีิโคง้อิสระ  เม่ือกระสุนปืน
ใหญ่เกิดการระเบิด  แรงของการระเบิดเป็นแรงภายในของระบบ  ดงันั้นโมเมนตมัเชิงเส้นของระบบ  
ทนัทีทนัใดก่อนและหลงัการระเบิดจึงมีค่าเท่ากนั 
การค านวณ : 
การเคล่ือนท่ีวถีิโคง้อิสระจากจุด O  ไป P   

at      v  v 1      9.81)t()
5

4
300(  0    

    s  24.5  t    
 

        s a 2    v  v 2

1

2    h ) 2(-9.81  )]
5

4
300( [  0 2   

     m  2,936  h    
ช้ินส่วน  A  จะมีความเร็วเท่ากบั   
       m/s  99.0    500 x 9.81 x 2    2gh   v AA   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  11  เลขหนา้  5/5 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ช้ินส่วน  B  จะมีความเร็วเท่ากบั   
  เวลาท่ีเคล่ือนท่ีจากจุด P  ไปยงัจุด Q   จะเท่ากบั   s  24.5   

ความเร็ว    m/s  163.3    
24.5

2,400
   

t

s
    vB   

 
0Gn          vm  vm vm  v m CCBBAA


  

   Cv 6  )j 45sin   i 45 (cos ) 163.3 ( 9  ) k 5(99    i3)20(300)(5/


  
       m/s  k 82.5 - j 173 - i 427  vc


  

     m/s  468    (-82.5)  (-173) (427)  v 222

c     
        ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  1/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1 :  Sprinkler  หมุนดว้ยความเร็วคงท่ี  ω  และจ่ายน ้าออกในอตัราปริมาตรการไหล Q  หวัฉีดทั้งส่ี
มีพื้นท่ีหนา้ตดัท่ีทางออกเท่ากบั A จงหาโมเมนต ์M ท่ีใส่ใหแ้ก่เพลาท่ีให ้ Sprinkler หมุนดว้ยความเร็ว
ดงักล่าว  และส าหรับค่าความดนัและอตัราการไหล Q  ท่ีก าหนดให ้  จงหาอตัราการหมุน Oω ของ 
Sprinkler  ท่ีเกิดข้ึน  เม่ือใส่โมเมนตใ์ห้แก่เพลา  ก าหนดใหค้วามหนาแน่นมวลของน ้าเป็น ρ  

ตอบ.  ]  
)r(b4A 

Qr
ωω  [

22O


  

 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า : 

ให ้ u   คือวามเร็วของน ้าเทียบกบัหวัฉีด  ดงันั้น  
4A

Q
 u   

ความเร็วสัมบูรณ์ของอนุภาคน ้า  P   ท่ีออกจากหวัฉีดหาไดโ้ดยใชห้ลกัการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ 
ใหจุ้ด B  และ  C  เป็นจุดบน  Sprinkler  จะไดว้า่ 
      i ωr  - j ω b - iu    v  v    v    v   B/OC/BP/CP


  

 
ส าหรับระบบทั้งหมด 
        )d v- d(v m   M 1122O

    

        0) - ω)r  ωb r 
4A

Q
(- [ ρQ     M 22   

      ]  ) r  (b 
4A

r Q
 [ ρQ     M 22    ตอบ 

 
ส าหรับค่า Q   ท่ีก าหนด  และ  ; 0    M   

  
 )r - (bA  4

r Q
    0     ω

22
    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  2/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่2 :ไอน ้าจากหวัฉีดพื้นท่ีหนา้ตดั A พุง่เขา้กระทบใบจกัรดว้ยความเร็ว v  ถา้ไอน ้ามีความหนาแน่น
เป็น  ρ  จงหา  ก) แรงในแนวยอ่ย  F   และ  R   ท่ียดึติดใหใ้บจกัรอยูก่บัท่ี 

          ตอบ. [ θ) cos-1 ( A v ρ    F 2 θsin  A v ρ    R  , 2  ] 
           ข)  แรงท่ีท าใหใ้บจกัรมีความเร็วคงท่ี u  โดย    vu   และมีทิศทางเดียวกบั v  
          ตอบ. [ ) θ cos-1 ( )u -  vA( ρ    F 2 θsin  )u -  v(A  ρ    R  , 2  ] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า :   
ก)  เม่ือใบพดัคงท่ี  ความเร็วของไอน ้าท่ีออกจากใบพดัคือ  v   จะมีขนาดเท่ากบัความเร็วท่ีเขา้สู่ใบพดั  
v   ทั้งน้ีถือวา่ไม่มีแรงเสียดทานในการไหล 
     θ) cos-1 ( v-       v- θ cos  v    ΔvX   

   θsin     v   0 - θsin   v    Δvy   
อตัราการไหลของมวล  คือ     A v ρ     m   
จาก  FBD  รวมของใบพดัและไอน ้า  (ซ่ึงไม่คิดน ้าหนกัของใบพดัและไอน ้า ) 

   vm    F XX     ] θ) cos-1 ( v- [ ρAv    F-   
     θ) cos-1 (  ρAv    F 2  

   vm    F yy     θ)sin    v( ρAv    R   
     θsin  ρAv    R 2    ตอบ 
ข) ในกรณีท่ีใบพดัมีการเคล่ือนท่ี ความเร็วสัมบูรณ์ของน ้ าท่ีเขา้สู่ใบพดัคือ v  และจากหลกัการเคล่ือนท่ี
สัมพทัธ์ เราจะไดว้า่ ความเร็วสัมบูรณ์ของไอน ้าท่ีออกจากใบพดั คือ v  จะเท่ากบัผลบวกทางเวกเตอร์
ของความเร็วของใบพดั u   และความเร็วของไอน ้าเทียบกบัใบพดั  u - v   ดงัรูป 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  3/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ดงันั้นความเร็ว v  ในแนวแกน x   คือ u  θ cos )u -(v    β cos v   
     θ) cos -1 ( )u - v( -     v- ]u   θ cos )u  -  v( [    ΔvX   
 
และความเร็ว v  ในแนวแกน y   คือ θsin  )u -(v    βsin  v   
    θsin   )u - v(     ] 0  - θsin  )u  -  v( [    Δvy   
อตัราการไหลของมวลท่ีผา่นใบพดั ( ซ่ึงไม่คิดน ้าหนกัของใบพดัและไอน ้า ) 
    v m    F XX     ) θ cos-1 ( )u  -  v( - [ )u - v(ρA     F-   
      ) θ cos-1 ( )u - v(ρA     F 2  
    v m    F yy      θsin   )u - v(ρA     R 2   ตอบ 
 
ข้อสังเกต :  การแทนค่าความเร็วและแรงเราจะตอ้งค านึงถึงเคร่ืองหมายและทิศทาง ดว้ยเสมอ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  4/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3 หวัฉีดดงัรูป มีพื้นท่ีทางออกท่ีปลาย B  เท่ากบั A และมีพื้นท่ีทางเขา้ท่ี C เท่ากบั OA  ของเหลว
ท่ีจะเขา้หวัฉีด มีความดนัเกจ P  และพุง่ออกจากหวัฉีดดว้ยความเร็ว v  ในทิศทางดงัรูป  ถา้ของเหลวมี
ความหนาแน่นคงท่ี  ρ  จงหา ความตึง T  แรงเฉือน Q   และโมเมนตบิ์ด M  ของท่อท่ี C  
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า : จาก  FBD  รวมของหวัฉีดและของเหลวในหวัฉีด  (ซ่ึงไม่คิดน ้าหนกัของของเหลวในหวัฉีด
และตวัหวัฉีด ) จะมีแรงและโมเมนตบิ์ดท่ีจุดยดึกบัท่อ  C   และยงัมีแรงเน่ืองจากความดนัเกจ P  ของ
ของเหลวในท่อตรงทางเขา้ของหวัฉีดดว้ย 
จาก    v m    F XX            ) v- θ cos (v ρAv   T - A P OO   

             θ) cos-
A

A
( ρAv   PA   T           

O

2

O   

จาก    v m    F yy             0) - θsin  (-v ρAv    Q-   

            θsin  ρAv    Q  2  
จาก )d  v-  d(v m    M 1122O

  
            ] 0 - ) θsin     vb θ cos  v( [ ρAv    M  A   ตอบ 
 
แรง Q, T   และโมเมนตบิ์ด M   ท่ีหาได ้ คือ  แรงและโมเมนตบิ์ดท่ีกระท าต่อหวัฉีด  ดงันั้นแรงและ
โมเมนตบิ์ดท่ีกระท าต่อท่อ  จะมีขนาดเท่ากนัแต่มีทิศทางตรงกนัขา้ม  
 
ข้อสังเกต : ของเหลวจะพุง่ออกจากหวัฉีด  สู่บรรยากาศ  ดงันั้น  ความดนัเกจท่ีทางออกของหวัฉีดจึงมี
ค่าเป็นศูนย ์ (  ความดนัสัมบูรณ์ =  ความดนัเกจ + ความดนับรรยากาศ ) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  12  เลขหนา้  5/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 4 . โซ่เส้นหน่ึงยาว L  มีมวล ρ  ต่อหน่ึงหน่วยความยาว  ถูกดึงข้ึนดว้ยแรง P  โดยใหมี้ความเร็ว
คงท่ี v  จงหาแรง P  ในเทอมของระยะ x  และหาพลงังานท่ีสูญเสีย 

ตอบ.  [  ) vgx  ( ρ    P 2  2Lv ρ
2

1
    E  ,   ] 

 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :  

1. หากพิจารณาความยาวโซ่ส่วนความยาว  x   เป็นระบบมวลจะเป็นระบบมวลแปรผนั 
2. หากพิจารณาโซ่ส่วนความยาว x   และส่วนท่ีกองอยูบ่นพื้นเป็นระบบมวล  ระเป็นระบบมวล

คงท่ี   
 
การค านวณ :   

1. หากพิจารณาเป็นระบบมวลแปรผนั 
       ] )v - v( m - )v - v (   m   am    F[ yOOii





  

0 - ) 0 - v(  vρ  0   x  g ρ - P   
) v x g ( ρ     P 2      ตอบ 

 
2. หากพิจารณาเป็นระบบมวลคงท่ี   

      ]G    F[ yy



   

dt

)  x v(ρ d
   L g ρ -  x)- g(L ρ - P   

   ) v x   vx(    L g ρ -  x)- g(L ρ - P     
    ) v x ρ(g    P 2   ตอบ 
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สมการการสูญเสียของพลงังาน  คือ    E  v    T    U g   

นัน่คือ     

L

O

222   L  vρ  L g ρ 
2

1
  )dx  ρv  x g (ρ  dx   P    U  

  2 vL ρ 
2

1
    ΔT   

  2

g L g ρ 
2

1
     

2

L
 gL ρ     Δv   

แทนค่าลงในสมการ  จะได ้

ΔE  L g ρ 
2

1
   vL ρ     Lρv  L g ρ

2

1 2222   

L vρ 
2

1
    ΔE 2     ตอบ 
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ข้อที ่1. จานกลมหมุนรอบแกนตั้งฉาก z  ท่ีขณะหน่ึง ความเร็วของจุดB บนจาน คือ m/s  i0.4  vB


  

และความเร่งในแนวสัมผสัของจุด ของA  คือ  m/s  j1.8   a At


  จงหาความเร็วเชิงมุม ω  และ Ba

  
ในรูปของเวกเตอร์ในขณะนั้น 
 
หลกัการวเิคราะห์ :   
ใชค้วามสัมพนัธ์ระหวา่งการเคล่ือนท่ีเชิงเส้นของจุดบนเส้นและการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของเส้นในรูป
เวกเตอร์เพื่อหา ω     และ  Ba

   ตามตอ้งการ 
 
การค านวณ :  
จากสมการ        BB r  ω  v


  

j0.1    ω   i 0.4


  

     k 4-    ω


    
 
และจากสมการ BAt r  α  a


    i 0.15  α    j 1.8


  

      k 12    α     


  
tBnBB )a(   )a(  a


    BBB r x α v x ω   a


  

     )j 0.1 x k (12  )i 0.4 x k (-0.4   aB


  

      2m/s   i 1.2 - j 1.6-       


   ตอบ 
ข้อสังเกต : 
α
  และ  ω

   จะมีทิศทางตั้งฉากกบัระนาบการเคล่ือนท่ี  เป็นไปตามกฎมือขวา  ในท่ีน้ี ω
   จะมี

ทิศทาง k - 

  ส่วน  α   นั้นจะมีทิศทาง k  


   ซ่ึงทิศทางของ ω   จะดูไดจ้ากทิศทางของ  Bv

   ท่ีท าให ้ω  
หมุนตามเขม็นาฬิกา  และทิศทางของ α

   จะดูไดจ้ากทิศทางของ  Ata
   ท่ีท าให ้  α

   หมุนทวนเขม็
นาฬิกา 
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

ข้อที ่2. จานกลมหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี   rad/s  50  ω รอบแกนตามรูป  ซ่ึงท ามุม 
4

3
 tan θ 1-  

กบัระนาบ z-y  จงหาความเร็วและความเร่งของจุด P  ในรูปของเวกเตอร์ท่ี P มีต าแหน่งซ่ึงก าหนด
ดว้ยเวกเตอร์  mm  k48  j64  i60  r


  

 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เขียนความเร็วเชิงมุม   ω   ใหอ้ยูใ่นรูปของเวกเตอร์  แลว้หาความเร็ว v   ไดจ้ากสมการ r  ω  v


   และ

ความเร่ง )r  ω( ω  a


   หรือ  0)α ( v  ω  a 
  เน่ืองจาก constant    ω 

  
 
การค านวณ :  

    rad/s    k 
5

4
  j 

5

3
- [ 50    ω


  

    rad/s    k 40    j 30-    ω


  
    mm   k 48  j 64  i 60    r1


  

 

  rω    v


  

  m/s   k 1.8  j 2.4 - i 4-    

 48     64     60

 40    30-     0  

k       j      i  

   v





  ตอบ 

และจาก 

  vω    a


  

  2m/s   k 120  j 160 - i 150-    

 1.8   2.4     4-

 40    30-     0  

k       j      i  

   a





  ตอบ 
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ข้อที ่ 3 : แขน  OB   ของกลไกมีความเร็วเชิงมุมตามเขม็นาฬิกาเท่ากบั  rad/s  10   ในต าแหน่งดงัรูป  
เม่ือ o45   θ   จงหาความเร็วของ A   ความเร็วของ D  และความเร็วเชิงมุมของแขน  AB  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า : 
พิจารณากลไกดงัรูป  ซ่ึงประกอบดว้ยวตัถุเกร็งจ านวน  3   ช้ิน  คือ 
 แขน  AO   มีการหมุนรอบจุด O  
 แขน  OB   มีการหมุนรอบจุด  O  
 แขน  AB   มีการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
 
จุดต่อ A   ถือเป็นจุดอยูบ่นทั้งแขน AO   และแขน  AB   และจุดต่อ B  ถือเป็นจุดอยูบ่นทั้งแขน  OB

และ แขน AB ดงันั้น  แนวความเร็วของ A   จะตั้งฉากกบั AO   และแนวความเร็วของ  B  จะตั้งฉาก
กบั OB  
 
การหาจุดหมุนชัว่ขณะ กระท าโดยการลากเส้นตั้งฉากกบัแนวความเร็วจาก A  และ B  ตามล าดบั ไป
ตดักนัจะไดจุ้ด C   เป็นจุดหมุนชัว่ขณะ ดงัแสดงในรูป  ซ่ึงระยะ  ,AC BC  และ  DC   หาไดจ้าก
ขนาดและรูปร่างของกลไกท่ีก าหนดให ้  ส าหรับความเร็วเชิงมุมของ   BC ซ่ึงถือเป็นเส้นบนส่วนต่อ
ของแขนAB  ก็จะเท่ากบัความเร็วเชิงมุมของเส้น AC   และ DC  ดว้ย 
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จากสมการ   
r

v
    ω   

     /srad  4.29     
)2(350)(

)(10) 2)( (150
       

BC

ω OB
    

BC

v
    ω OCB

BC   

   (ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา )  
 
ดงันั้นความเร็วของ A  และ D ก็จะหาไดจ้ากสมการ ωr     v    

  m/s  1.501    ) (4.29 ) 0.350 (    vA   
  m/s  1.630    ) (4.29 ) 0.381 (    vD   
 

และมีทิศทางดงัแสดงในรูป      ตอบ  
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รูปภาพในหนา้ท่ี 168  (NEW) 
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ข้อที ่4 :  ปลอก  C  และ D   เล่ือนบนราวในแนวด่ิง ถา้ปลอก C   มีความเร็ว  mm/s  660  ในทิศทาง
ลง  จงหาความเร็วของ D  และความเร็วเชิงมุมของแขน AB   ในขณะนั้น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วธีิท า :  
พิจารณากลไกตามรูป  ประกอบดว้ยแขนสามช้ิน  คือ 
 แขน  AB  มีกรหมุนรอบจุด A  
 แขน  BC  มีการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
 แขน  BD  มีการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
และจุดต่อ  B เป็นจุดท่ีอยูบ่นแขน  AB , BC  และ BD    
 
พิจารณาความเร็วของจุดต่าง ๆ  เพื่อหาจุดหมุนชัว่ขณะ 
 Bv    อยูใ่นแนวตั้งฉากกบัแขน  AB   เน่ืองจากแขน  AB  หมุนรอบจุด  A  
 Cv    อยูใ่นแนวด่ิง 
 Dv    อยูใ่นแนวด่ิง 
 
เม่ือลากเส้นตั้งฉากกบัแนว  Cv  และ Bv     ไปตดักนัท่ีจุด 1C   เป็นจุดหมุนชัว่ขณะของแขน  BC  
เม่ือลากเส้นตั้งฉากกบัแนว  Bv   และ  Dv   ไปตดักนัท่ีจุด 2C   ซ่ึงเป็นจุดหมุนชัว่ขณะของแขน  BD

ซ่ึงมุมและระยะต่าง ๆ จะหาไดด้งัน้ี 
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 o36.87    θ    
320

240
    θtan       , mm  400    

θ cos

320
    AB           

 

 mm  275    
θ cos

220
    AC1             , mm  525    

θ cos

420
    AC 2   

 
mm  165   θsin  AC    CC 11        ,        mm  125   AC  -  AB    BC 11   

 
mm  125   AC  -  AB    BC 11      ,        mm  125   AB  -  AC    BC 22   

 

mm  315     θsin  AC    DC 22       
 
 
จุดหมุนชัว่ขณะ 1C  

     /sm  0.5     (125)
165

0.660
     v   

CC

v
    

BC

v
    ω B

1

C

1

B
BC   

จุดหมุนชัว่ขณะ 2C  

       /sm  1.26     (315)
125

0.5
     v   

BC

v
    

DC

v
    ω D

2

B

2

D
BD  

 
แขน  AB  

      /srad   1.25     
0.4

0.5
       

AB

v
    ω B

AB  (ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา) 

          ตอบ 
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ข้อที ่ 1 :  ถา้แขน  OA    มีความเร็วเชิงมุมคงท่ีเท่ากบั  rad/s  4   ในทิศทางทวนเขม็นาฬิกา  ใน
ต าแหน่ง  เม่ือ o45    θ    ซ่ึงแขน  AB   อยูใ่นแนวระดบัและแนว  BD   อยูใ่นแนวด่ิง  จงหาความเร่ง
เชิงมุมของจาน  DB  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า : 
พิจารณาระบบวตัถุเกร็งตามรูป  ซ่ึงประกอบดว้ยวตัถุเกร็งสามช้ิน  คือ 
 จาน  DB   มีการหมุนรอบจุด  O  
 แขน  OA   มีการหมุนรอบจุด  O  
 แขน  AB   มีการเคล่ือนท่ีแบบทัว่ไปในระนาบ 
 
จุดต่อ  A   เป็นจุดท่ีอยูบ่นแขน  OA   และแขน  AB   และจุดต่อ  B   เป็นจุดอยูบ่นจาน  DBและแขน 
AB   จากสมการของความเร็วสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็ง  AB   โดยเลือกจุด B   เป็นจุดอา้งอิง  จะไดว้า่ 
  A/BBA v  v  v    

m/s  0.8     (4) 0.2     ω OA    v OA  A  ทิศทางตั้งฉากกบั OAไปในทาง OAω  

DBB ω DB     v    ทิศทางตั้งฉากกบั DB  

ABA/B ω AB   v    ทิศทางตั้งฉากกบั AB  
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เขียนผงัเวกเตอร์  และจากผงัดงักล่าวจะได ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
m/s  0.566    45sin   0.8       v   v o

A/BB     

rad/s  3.77    
0.15

0.566
    ωDB    ทิศทางตามเขม็นาฬิกา  

rad/s  1.415    
0.4

0.566
    ωAB    ทิศทางทวนเขม็นาฬิกา  

 
จากสมการความเร่งสัมพทัธ์ของวตัถุเกร็ง  AB   โดยเลือกจุด  B   เป็นจุดอา้งอิงจะไดว้า่ 
     )a(  )a(    a    a tA/BnA/BBA


  

เน่ืองจากจุด  A   ถือเป็นจุดอยูบ่นแขน  OA  ซ่ึงหมุนรอบจุด O   ดว้ย  จะได ้
  222

OAnA m/s  3.2    ) 4 ( 0.2  ω OA     )a( 
  ทิศทางจาก  OA   

    0    α OA      )a( OAtA 
 เน่ืองจาก  const.  ωOA   

ส าหรับจุด B  นั้น  ก็ถือวา่เป็นจุดอยูบ่นจาน  DB ซ่ึงหมุนรอบจุด   D   ดว้ย  จะได ้
    )a(  )a(      a tBnBB


  

222

DBnB m/s  2.13    ) 3.77 ( 0.15  ω DB     )a( 
  ทิศทางจาก  DB  

   α DB      )a( DBtB 
 ทิศทางตั้งฉากกบั  DB  

222

ABnA/B m/s  0.8    ) 1.415 ( 0.4  ω AB     )a( 
 ทิศทางจาก  BA  

   α AB      )a( ABtA/B 
 ทิศทางตั้งฉากกบั  AB  
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เขียนผงัเวกเตอร์  และจากผงัดงักล่าวจะได ้
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

A/B

o

nAtB m/s  1.463    0.8 - 2.263  )(a  - 45sin  )(a    )(a  n
  

ทิศทางจาก  OA   
2o

nAnBtA/B m/s  4.393    2.263  2.13   cos45)(a   )(a    )(a   
 
ดงันั้น 

2

DB rad/s  9.75    
0.15

0.463
       α   ทิศทางตามเขม็นาฬิกา  

         ตอบ 
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ข้อที ่2 :  การเคล่ือนท่ีของแผน่สามเหล่ียมดา้นเท่า  ABC  ถูกควบคุมโดยกระบอกสูบไฮดรอลิกส์ D  
ถา้กา้นสูบในกระบอกเคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็วคงท่ีเท่ากบั m/s  0.3 จงหาความเร็วและความเร่งของจุด
ศูนยก์ลางของลูกกล้ิง  B ในร่องแนวระดบั  และความเร็วและความเร่งเชิงมุมของขอบ  CB   เม่ือ  

o30    θ   
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า :   
ก าหนดพิกดั  y -x  ตามรูป  จะได ้
 m/s  0.3    y   vA     และ  y   a A

  
จากสมการ  
 222 b    y   x   

ดั้งนั้น y
x

y
-    x       0    yy   xx    

y
x

y
  -  

x

)y  x(
-    x       0     y   yy   x  xx 

22
22 





  

แทนค่า  θ cos b   x  , θsin  b   y   และ     0    y    

จะได ้  m/s   0.1732-       )
3

1
( 0.3-     vB   

 2
32

B m/s   0.693-       
2.0

)3(2/ (0.3)
     a   

เคร่ืองหมายเป็นบวกแสดงวา่ความเร็วและความเร่งของ  B มีทิศไปทางขวา เน่ืองจาก x   เป็นบวกไป
ทางซา้ย 
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การเคล่ือนท่ีเชิงมุมของ  CB   จะเหมือนกบัการเคล่ือนท่ีเชิงมุมของทุก ๆ เส้นบนแผน่  ซ่ึงรวมถึงเส้น  
AB  ดว้ย  จากรูปจะไดว้า่ 
 θsin  b  y    
ดงันั้น 

 θ sec 
b

v
    θ    ω  ,  θ cos θ b    y    

dt

dy A   

และ 

   θ tan θ sec 
b

v
    θ tan θ sec θ 

b

v
     α    y    

dt

yd 2

2

2

AA  
  

แทนค่าจะได ้

 rad/s  1.732    )
3

2
( )

0.2

0.3
(      ω   

และ  

 2

22

rad/s  1.732        
3

1
 

3

2
 

0.2

0.3
      α 
























        ตอบ 

( ω   และ  α  มีทิศทางทวนเขม็นาฬิกา  เน่ืองจากมีค่าเป็นบวกในทางบวกของการวดัมุม θ  )    
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ข้อที ่ 3 :  แขน  AD   และแขน  BC   ต่อโยงกนัดว้ยปลอกเล่ือน C   ถา้ความเร็วสัมพทัธ์ของปลอก
เล่ือนเม่ือเทียบกบัแขน  AD   เท่ากบั  mm/s  225  ในทิศทางพุง่ออกจากจุด A   และมีค่าคงท่ี  จงหา
ความเร็วเชิงมุมของแขนทั้งสอง 

 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า 
พิจารณาระบบวตัถุเกร็งซ่ึงประกอบไปดว้ยวตัถุเกร็ง  2   ช้ิน  คือ  
 แขน  AD   มีการหมุนรอบจุด  A  
 แขน  BC   มีการหมุนรอบจุด  B  
 
จุด  C  บนแขน  BC   ติดกบัปลอกเล่ือนท่ีเคล่ือนท่ีไปบนแขน  AD   ซ่ึงหมุนไป ดงันั้นจึงวิเคราะห์
การเคล่ือนท่ีแบบสัมพทัธ์เทียบกบัแกนอา้งอิงหมุน  โดยก าหนดแกนอา้งอิง  y-x   หมุน  ไปพร้อมกบั
แขน  AD  เทียบกบัจุด  C   ดงันั้นสมการของความเร็วสัมพทัธ์  เทียบกนัแกนหมุดจะไดด้งัน้ี 
 
 C/PPC v  v  v    

   ω BC    v   BCC   ทิศทางตั้งฉากกบั BC  
 ω AP    v   ADP   ทิศทางตั้งฉากกบั AP  

mm/s  25    vC/P   ทิศทางพุง่ออกจาก  A  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  14  เลขหนา้  7/7 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
เขียนผงัของเวกเตอร์จะได ้

 
 

  o50    70- 60 - 180    θ   
  mm/s  350    

50 cos

225
     

θ cos

v
    v C/P

C   

 
  mm/s  268.1    50 tan 225      θ tan )(v    v o

C/PP   
 
และจากกฎของไซน์ 

      
40sin 

200
    

120sin 

BC
     

20sin 

AC
oo
  

จะได ้   
  mm  106.4      AC    และ  mm  269.5      BC   
ดงันั้น 

   rad/s   2.52    
106.4

268.1
    ωAD  ทิศทางตามเขม็นาฬิกา 

และ   rad/s   1.30    
269.5

350
    ωBC  ทิศทางตามเขม็นาฬิกา  ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  1/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 1 เหล็กป๊ัมข้ึนรูป  มีรูปทรงประกอบดว้ยแท่งปริซึมหนา้ตดัส่ีเหล่ียมขนาด  150 x 50 x 50  mm. 
และแท่งทรงกระบอกเส้นผา่นศูนยก์ลาง  50  mm.  และยาว  75 mm. จงหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล
รอบแกน x , y และ z 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วธีิท า :   
พิจารณาแท่งปริซึม 

ปริมาตร      m 10  x  0.375    (150) (50)    V 3 -32

1    
มวล    kg  2.94    )10 x 375(7,850)(0.     ρV  m -3

11   
 
พิจารณาแท่งทรงกระบอกทั้งสองช้ิน 

ปริมาตร      m   (75) (25)   πh    r  π  V 322

2    
มวล    kg  1.156    )10 x 1473(7,850)(0.     ρV  m -3

22   
 
ค านวณหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวล 
พิจารณาแท่งปริซึม 

    kg.mm  6,125    ] (50)  (150) [ (2.94)
12

1
   I  I 222

zx   

 kg.mm  1,225      ] (50)  (50) [ (2.94)
12

1
   I       222

y   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  2/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

พิจารณาแท่งทรงกระบอกทั้งสอง 

    kg.mm  3,250   )(1.156)(50  )(1.156)(25
2

1
    ym  ma 

2

1
   I 22222

x   

   kg.mm  5,240       

 .5)(1.156)(62  ] (75)  (3)(25) (1.156)[
12

1
    xm )L  m(3a 

12

1
   I

2

222222

y



  

   kg.mm   8,130      

 ] (50)2.5)(1.156)[(6  ](75) )(25)(1.156)[(3
12

1
      

  ) y  x m( )L  m(3a 
12

1
   I

2

2222

2222

z







 

 
พิจารณารูปผสมทั้งหมด 
    kg.m 10 x 12.63   kg.mm  10 x 12.63    3,250  3,250  6,125  I 2-323

x   
   kg.m 10  x  11.71   kg.mm  10  x  1.71    5,240  5,240  1,225  I 2-323

y   

   kg.m 10   x  22.4     kg.mm  10 x  22.4    8,130  8,130  6,125  I 2-323

z   
                                                                                                                                                         ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  3/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อที ่ 2      จงหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลของวงแหวนมวล m รัศมี r รอบแกน x –x  
 
 
 
 
 
 
    วธีิท ำ 

  IO- O เป็นโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลรอบแกนผา่นจุดศูนยก์ลางมวล 
  ถา้ให ้       =      ความหนาแน่นของวงแหวน 
        t =      ความหนาของวงแหวน 
      dm =      t dA 
    =     tr dθ  

   IO- O =     dmy2  

    =    2
2π 

0  
)(rsinθ  tr dθ  

    =     3ρtr
2

2π 

0 
)(sinθ dθ  

                                                       =     3ρtr

2π

0

θsinθ










4
2

2  

                 =      tr3
  

                              แต่     m =     2rt 

                   ดงันั้น    IO- O =     2mr
2
1   

                 การหา I X- X ตอ้งอาศยัการยา้ยแกน 
       I X- X =       I O- O +    md 2 

     =      2mr
2
1 + 2mr  

     =      2mr
2
3     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  4/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
ข้อสังเกต  

การหาค่า IO- O สามารถท่ีจะหาจากส่วนของวงกลมวงแหวนเพียง 4
1  ส่วนหรือ  2

1 ส่วนได ้   เช่น 

               คิดเพียง 4
1   ส่วนของวงแหวน 

     IO- O =    2

2
 

0  
)(rsinθ   tr dθ    =     8

1 mr2 

   ถา้คิดเตม็วงตอ้งเอา 4 เท่าคูณ 

      IO- O =     4( 8
1 mr2 ) =      2

1  mr2 

   คิดเพียง  2
1   ส่วนของวงแหวน 

     IO- O =      2
 π

0 
)(rsinθ  tr dθ      =   4

1  mr2 

    ถา้คิดเตม็วงตอ้งเอา 2 เท่าคูณ 

     IO- O =        2 ( 4
1  mr2 )        = 2

1  mr2 

 
ทั้งน้ี เน่ืองจากความสมมาตรของรูปทรงวตัถุท่ีพิจารณา 
อีกประการหน่ึงในการหาค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของมวลของวงแหวน สามารถหาไดจ้ากตารางค่า
มาตรฐาน 

I O- O    ของทรงกระบอกกลวง 2
1  mr2  +  3

1  mr2 แต่วงแหวนเป็นค่าขอบของทรงกระบอกกลวงไม่มี

ความยาว 
 

  ดงันั้น    I O- O  =       2
1  mr2    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  5/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3  บาร์  AB  มีน ้าหนกั  W   ถูกท าใหส้มดุลโดยตุม้น ้าหนกั  2  กอ้น  ซ่ึงแต่ละกอ้นมีมวลเท่ากบั  

W
2

1  ถา้สายเคเบิ้ล  B  ขาด จงหาความเร่งของจุด A  และ ความเร่งของจุด B 

 
(ก)  

(ข) 
 
วธีิท า 
    เขียน  Free  body  diagram 

 
(ค ) 

จากภาพ  (ค)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ตามสมการดงัต่อไปน้ี 

A/GGA a  a    a   และ   B/GGB a  a    a                           
พิจารณาในแนวแกน y ( )(    จะได ้

 α
2

L
  a    a- GA   และ α

2

L
  a    a GB   

 
(ง) 

 

 
(จ) 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  15  เลขหนา้  6/6 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
จากภาพ (ง)  

  
g

(1/2)W
    T -W 

2

1
    ma  F yy      

เน่ืองจาก  AC a    a   

ดงันั้น        )a(
2g

W
-W

2

1
    T A  

 
จากภาพ  (จ) 

  a
g

W
    T -  W   ma  F Gyy   

                α(L)
g

W
 

12

1
   L)

2

1
T(     ma  F 2

yy 







  

 
จากสมการการเคล่ือนท่ีทั้งสามสมการ  คือ 

  α(L)
g

W

12

1
    L

2

1
T    a

g

W
    T-  W  )(a

2g

W
  -W  

2

1
    T 2

GA 
















  

และจากสมการ   

 α
2

L
  a    a- GA   

จากการแกส้มการะได ้

  W
3

1
    T      ,  

L

2g
    α       ,  g

3

2
    a G   

ดงันั้น            g - g
3

2
    α

2

) (2g/α
  g

3

2
    a- A   

      a A  g
3

1        ตอบ 

 
หาความเร่งของจุด  B 

 α
2

L
    a    a GB         )

L

2g
)(

2

L
(    g

3

2
    a B   

       g
3

5
    a B      ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  16  เลขหนา้  1/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่ 1  : กลไกดงัแสดงในภาพมีมวล kg  10   m   อยูภ่ายใตก้ารกระท าของโมเมนตคู์่ควบ  M  = 50 
N.m  และมีแรง P  = 80  N  กระท าท่ีปลายของแขนของกลไกดงัแสดงในภาพ  ถา้สปริงมีค่า k  =  30  
N/m  และในขณะท่ีมุม  θ  =  0 องศานั้น  สปริงยดืจากระยะปกติเท่ากบั  0.5  m  จงหางานสุทธิของ
กลไกน้ีเม่ือมุม  θ  =  90 องศา 

 
                                       (A)                                                                                (B) 
วธีิท า    พิจารณาจากภาพ  (B)    งานเน่ืองจากน ้าหนกั     
                                yW-  UW               J 147.2    .5) x9.81)x(1(10   UW   
         งานเน่ืองจากโมเมนตคู์่ควบ 

                               )θ - M(θ  U 12M          J  78.5    0) - 
2

π
( x 50  U M   

          งานเน่ืองจากแรงของสปริง 
         โดยพิจารณาเม่ือ  θ  =  0 องศา      ระยะยดืของสปริง 1s  = (0.75 – 0.5 ) = 0.25  m 
          และพิจารณาเม่ือ θ  =  90  องศา   ระยะยดืของสปริง 2s  = (2  +  0.75 ) – 0.5  = 2.25  m 

                                 2

1

2

2S ks  -  ks
2

1
-  U       

                                  J  75.0-    (0.25) x 30 - (2.25) x 30
2

1
-  U 22

S   

          งานเน่ืองจากแรงภายนอก 
                                 s ) θ cos(F    U CF   

                                 J  377.0    )(3)
2

π
( x N) (80    U P   

          ดงันั้นงานสุทธิท่ีไดจ้ากการเคล่ือนท่ีของกลไกน้ีจะมีค่าเท่ากบั 
                                     J  528    J 377.0  J 78.5  J 1472  UW                                     ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  16  เลขหนา้  2/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่2. ลอ้ยางของรถยนตอ์นัหน่ึงมีมวล  7  kg  และมีรัศมีไจเรชัน่  Gk  =  0.3  m   ถา้ลอ้ยางน้ีเคล่ือนท่ี
ลงมาจากต าแหน่งสูงสุด  จงหาค่าความเร็วเชิงมุมของลอ้ยางเส้นน้ีเม่ือเคล่ือนท่ีมาถึงต าแหน่ง B 

 
วธีิท า 
จากสมการ  r x ω    vG     
ดงันั้น          ω x m) (0.4    vG                                                                                  …(1) 
 
พิจารณาการเคล่ือนท่ีของลอ้ยางจากต าแหน่ง A  มาท่ีต าแหน่ง  B  
                      v T     v T BBAA                                                                            …(2) 
เม่ือ               
                     m/s  0    vA                                                                                         …(3) 

                     2

G

2

GB ωI
2

1
  mv

2

1
    T                                                                      …(4) 

 
แทนค่าลงในสมการจะได ้
 

                ))(ω0.3 x (7 x 
2

1
  (0.4ω0 x (7) x 

2

1
  (5) x 9.81) x (7  0 222         ….(5) 

 
จากการแกส้มการจะได ้                       
 
              ω   =  19.8  rad/s                                                                                    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  16  เลขหนา้  3/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3 :  ประตูโรงรถ  AB  มีขนาด  2.5 x 5  m  (หนาเท่ากนัตลอดทั้งแผน่) และมีมวล  200  kg   ใช้
สปริงดึงท่ีขอบดา้นบนขา้งละอนั  เม่ือประตูเปิดอยูใ่นแนวระดบั  สปริงจะไม่ถูกยดื  จงหาค่า k ของ
สปริงแต่ละอนัท่ีจะท าใหค้วามเร็วเชิงมุมของประตูมีค่าไม่เกิน  1.5  rad/s  เม่ือขอบ  B  กระทบพื้นพอดี 

 

วธีิท า   
จากสมการงานและพลงังาน   SWTF  U  U   U  U   
ก)   หางานเน่ืองจากแรงภายนอก   
 
           UF  =  0   เน่ืองจากปัญหาในขอ้น้ีไม่มีแรงภายนอกมากระท า   
 
ข)  หาพลงังานเน่ืองจากการเปล่ียนแปลงความเร็ว ( พลงังานจลน์ ) 
เน่ืองจากประตู  AB  มีการหมุนแบบหมุนรอบแกนคงท่ีดงันั้นพลงังานจลน์จะหาไดจ้ากสมการ
ดงัต่อไปน้ี 

 

 


2

O ωI
2

1
    T   

ดงันั้น  
2

O1 ωI
2

1
    T    =   0 

เน่ืองจากยงัไม่มีการเคล่ือนท่ี 
   

 



398 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  16  เลขหนา้  4/4 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

 

 
2

2 5)[(1/12)(2. x 200 x 
2

1
    T  + ])25.1( 2 2)5.1(  

       =  469  J    

 
ค)  หางานเน่ืองจากน ้าหนกัของวตัถุ 
     จากสมการ    yW-  UW   
     ดงันั้น                )y - mg(y   U 12W   
                                        =  (200 kg)( 9.81 m/s2)( 1.25 – 2.50 ) 
                   =   -2,453   J 
 
 ง) หางานเน่ืองจากแรงของสปริง 

      จากสมการ    2

1

2

2S ks  -  ks
2

1
-  U   

      จากการพิจารณาขอ้มูลดงัแสดงในภาพจะพบวา่  1s   =  0  m  และ  2s  =  1.25  m 

      ดงันั้น               







 0 - (1.25))(

2

1
2  U 2

S k       

                                      =  1.563(k)    J 
แทนค่า 
                  SWTF  U  U  U U   
                  0     =  469 J + (-2,453 J) + 1.563(k) 
                               k    =   (2,453 - 469) / 1.563 
                               k    =    
แกส้มการจะได ้   
                        k    =   1,269.35  N/m               ตอบ  
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  1/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่1  : แท่งวตัถุ A  มีขนาดสม ่าเสมอ  และมีวามยาว  300  mm  จ านวน  2  อนั  ดงัแสดงในภาพ  โดย
แต่ละแท่งมีมวล  Am  =  1.5  kg  ถูกยดึใหติ้ดกบัฐาน B ดว้ยสลกั  ส่วนฐาน B  มีมวล Bm  =  4  kg  
และมีรัศมีไจเรชัน่ k  =  40  mm  และในขณะเร่ิมตน้หมุนดว้ยความเร็ว  300  รอบต่อนาที  โดยแท่งวตัถุ
จะถูกล็อคใหอ้ยูใ่นแนวตั้งฉาก  ถา้ปล่อยตวัล็อคและแท่งวตัถุมีต าแหน่งในแนวระดบั  จงหาความเร็ว
รอบของระบบ   

 
 
 
 
 
 
 
 

                                        
หลกัการวเิคราะห์ : 
เน่ืองจากไม่มีโมเมนตม์ากระท า จึงสามารถใชห้ลกัความถาวรของโมเมนตมัเชิงมุมในการวเิคราะห์โดย
ใชส้มการ  0    HO   
การค านวณ : เร่ิมตน้  2Iω      HA   
เม่ือแท่งวตัถุอยูใ่นแนวตั้งฉากขนานกบัแกนหมุน 
   ) 0.06 ( (1.5)     r m    I 22   

ดงันั้น    N.m.s    
60

 π2 x 300
  x (0.06) (1.5) 2      H 2

A   

 N.m.s    
60

 2 x 300
x(0.04) (4)    ωmk    Iω      H 22

B


  

สุดทา้ย : N.m.s       )
60

N  π2 
 ( ] d  

12
 [ (2)     ω ]md  I [ 2      H 2

2
 2

A 
l  

 
 
 
 

 



400 
 

 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  2/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

N.m.s   )
60

N  2
(  0.1548           

   ) 
60

N  π2 
( ] 0.060)  (0.150  

12

)3.0(
 [ (1.5) 2      H 2

2

A






 

)
60

N  π2
( 0.0064    )

60

N  π2
( 4(0.04)    ωmk    ω I       H 22

B   

 
 
แทนค่าลงในสมการ  0    HO     จะได ้

   N ] 0.064  0.1548 [     (300) ] (0.04) 4  (0.06) 3 [ 22   
      N    0.1612     ) (300 0.0172                           
  rev/min    32         N                                          ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  3/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่2. แผน่จานกลมดงัแสดงในภาพ มีมวล m = 5 kg หมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม 1ω  =  8  rad/s โดยท่ี
แขน  AB  มีความเร็วเชิงมุม  2ω  =  3  rad/s  จงหาขนาดของโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด C  
 

 
 

 

วธีิท า 
พิจารณาจากภาพจะไดค้่าความเร็วเชิงมุมของ
ระบบ   
คือ    k 8    ω1


     ,   j3    ω2


  

ดงันั้นความเร็วเชิงมุมของระบบ   
คือ  
    21 ω  ω     ω   
        k8  j3     ω


    rad/s 

และ 

   
xI 


  =  yI 


  =  2mr

4

1  

   
zI 


  =  2mr

2

1  

 
 
จากสมการโมเมนตมัเชิงมุม 
  xxxC )ωI(    )(H  


   = 0   

yyyC )ωI(    )(H  


     = 
s

kg.m
  0.234    (3)(5)(0.25)

4

1 2
2   

zzzC ω )I (   )(H  


  = 
s

kg.m
     1.25    (8)(5)(0.25)

4

1 2
2   

 
ดงันั้นโมเมนตมัเชิงมุมรอบจุด  C  มีค่าเท่ากบั   

s

kg.m
   k 1.25    j 0.234     H

2

C


                                 ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  4/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่3. จานหมุนตวัใหญ่มีมวล  kg  60  และมี Radius of  Gyration รอบแกนตั้งฉากเท่ากบั  mm 200

ส่วนจานกลมตนัตวัเล็กมีมวล kg  8  และหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม rad/s  80  ω1   ในขณะเร่ิมตน้เม่ือ
จานตวัใหญ่อยูใ่นสภาวะหยดุน่ิง  และเม่ือหมุด P  ซ่ึงหมุนไปกบัจานตวัใหญ่ถูกปล่อยใหก้ดขอบจาน
กลมตวัเล็ก  จนกระทัง่จานกลมเล็กหยดุหมุน เม่ือเทียบกบัจานตวัใหญ่  จงหาความเร็วเชิงมุมสุดทา้ย
ของระบบดงักล่าว โดยไม่คิดความเสียดทานท่ีจุดต่าง ๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ :   
เน่ืองจากไม่มีโมเมนตม์ากระท าจึงสามารถใชห้ลกัการความถาวรของโมเมนตมัเชิงมุม  ในการวเิคราะห์  

0    HO     หรือโมเมนตมัเชิงมุมเร่ิมตน้ของระบบ  จะเท่ากบัโมเมนตมัเชิงมุมสุดทา้ยของระบบ 
การค านวณ : 

  222

A kg.m  0.04    ) 0.1 ( (8) 
2

1
    r m

2

1
    I   

  222

B kg.m  2.4     ) 0.2 ( (60)    k m    I   
เร่ิมตน้ : 
   kg.m/s  3.2     80 x 0.04       ωI   H    H 2

1AAO   
สุดทา้ย : 
     )  ω  ( )I   I(     H BAOO   
โดย     (0.15) (8)   0.04    md   I     I 22

AAO   
ดงันั้น    N.m.s               ω 2.62      ω ] 2.4  (8)(0.15)  0.04 [    H 2

O   
จากสมการ   0    HO   
จะได ้   rad/s  1.22     ω          ω 2.62         3.2    ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  5/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่4. แท่งวตัถุเรียวยาว  mm  300  มีมวล kg  1.6  และเม่ือเร่ิมตน้อยูก่ึ่งกลางของร่องบนจานกลมซ่ึง
หมุนไดโ้ดยอิสระรอบแกนตั้งฉากดว้ยความเร็ว  rev/min  400 โดยจานกลมมีมวล  kg  16 และมี  
Radius of Gyration เท่ากบั mm  225 ถา้แท่งวตัถุถูกผลกัเล็กนอ้ย ก็จะเล่ือนอกจากต าแหน่งก่ึงกลาง
ดงักล่าว จงหาความเร็วของจานเม่ือปลายแท่งวตัถุถึงขอบจาน 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์ : 
เน่ืองจากไม่มีโมเมนตม์ากระท า จึงสามารถใชห้ลกัความถาวรของโมเมนตมัเชิงมุมในการวเิคราะห์โดย
ใชส้มการ  0    HO   ในการหาค่าความเร็วรอบตามตอ้งการ 
การค านวณ :  

เร่ิมต้น  ω  m
12

1
     ωI      H 2

O l  

   /skg.m   
60

 π2 x 400
x (0.3) (1.6)

12

1
      H 22

O   

 ส าหรับจานกลม 

                       /skg.m  
60

 π2 x 400
(0.225) 16    ωr m   ω I      H 222

OO   

 สุดท้าย 
ส าหรับแท่งวตัถุ 

ω  m
3

1
     ωI      H 2

 OO l  

   /skg.m   
60

N   π2
x (0.3) (1.6)

3

1
      H 22

O   

   ส าหรับจานกลม 

   /skg.m  
60

N  π2
(0.225) 16    ωr m   ω I      H 222

OO   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  6/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 
แทนค่าลงในสมการ 0    HO   
   FinalOstartO )(H    )(H   
  

 
60

N  π2
16(0.225)  

60

N  π2
 (1.6)(0.3)

3

1
  

 )
60

400 x  π2
(16(0.225)  

60

 π2 x 400
x (0.3) (1.6)

12

1

22

22





 

 

N ]16(0.225) (1.6)(0.3)
3

1
 [ 400 x ] 16(0.225)x  (0.3) (1.6)

12

1
[ 2222   

N   ) 0.81  0.048 (     400)81.0012.0(   
                rev/min     383         N                                          ตอบ 
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  7/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

ข้อที ่  5  :  ลอ้รัศมี  mm  225   ติดกบัแกนกลางรัศมี  mm  150   มีมวล  kg  60   ถูกปล่อยจากจุดหยดุ
น่ิงบนพื้นเอียง  o60   จงค านวณหาความเร็ว  ของจุดศูนยก์ลาง  O  เม่ือเวลา  s 3   หลงัจากปล่อยจาก
ต าแหน่งหยดุน่ิง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หลกัการวเิคราะห์  : 
หาแรงเสียดทานโดยตรวจสอบ  วา่จะมีการล่ืนไถลหรือไม่  ถา้มีการล่ืนไถล  Nμ     F    แลว้ใช้
ความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนตก์บัการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุม  เพื่อหาความเร็วของจุดศูนยก์ลาง
มวลตามตอ้งการ 
การค านวณ :  
จากสมการ   0    Fy       N  294.3    (0.5) (9.81) 60    30sin  mg    N o   
ในสภาวะสมดุล  0    M c    (ทิศทางตามเขม็นาฬิกา) 
        0   (0.15) 30 cos mg  -  F(0.375) o   

        N  203.9      F   
        N  203.9      F   

N  117.72     294.3 x 0.4         
เม่ือ maxF    F    ลอ้จะล่ืนไถลโดยความฝืด  F   เท่ากบั  N   117.72  

   OC  vm  )
OC

v
( k m    OC mv   ωI    H    H O

O2

O OcA   

(0.15))(v 60  )
0.15

v
( 60(0.2)    H    H O

O2

CA   

)25(v    )9(v  )(v 16     H    H OOOCA   
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 ใบเตรียมการสอน คร้ังท่ี  17  เลขหนา้  8/8 
เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบทเรียน 

 

     0 - H  dt   M c

3

0

c   

     O

o  v25    3 ] F(0.375)  -  OC 30 cos mg [   
     

O

o  v25    3 ] (0.375) 117.72  -  0.15 x 30 cos x 9.81 x 60 [   
     96.945    )(v 25 O   
     m/s  3.88           v O      ตอบ 
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ภาคผนวก  ข 
 

ตารางแสดงค่าต่าง ๆ ที่เกีย่วข้อง 
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ตารางที ่ 1  ตารางแสดงค่าอุปสรรค 
ปริมาณ ตัวคูณ ค่าอุปสรรค สัญลกัษณ์ 

1,000,000,000 109 Giga G 
1,000,000 106 Mega M 
1,000 103 Kilo k 
100 102 Hecto h 
10 10 Deka da 
0.1 10-1 Deci d 
0.01 10-2 Centi c 
0.001 10-3 Milli m 
0.000001 10-6 Micro μ  
0.000000001 10-9 Nano n 
0.000000000001 10-12 Pico p 
0.000000000000001 10-15 Femto f 
 
ตารางที ่2 ขอ้มูลในระบบสุริยจกัรวาล (Solar  System)  ในระบบหน่วยองักฤษ ( In the U.S. Customary 
System of Unit ) 
 มวล (Mass) รัศมี (Average Radius ) ระยะทางทีว่ดัจากพืน้ผวิโลก 
โลก slug  10 x 4.4095 23  ft  10 x 2.029 7  - 
ดวงจนัทร์ slug  10   x 5.037 21  ft  10 x 5.702 6  ft  10 x 1.261 9  
ดวงอาทิตย ์ slug  10   x 1.364 29  ft  10 x 2.284 9  ft  10 x 4.908 11  

 
ตารางที ่3  ขอ้มูลในระบบสุริยจกัรวาล (Solar System) ในระบบหน่วย SI ( In the SI System of Unit ) 
 มวล (Mass) รัศมี (Average Radius ) ระยะทางทีว่ดัจากพืน้ผวิโลก 
โลก kg  10 x 5.976 24  m  10 x 6.371 6  - 
ดวงจนัทร์ kg  10 x 7.350 21  m  10 x 1.738 6  m  10 x 3.844 8  
ดวงอาทิตย ์ kg  10 x 1.990 30  m  10 x 6.960 8  m  10 x 1.496 11  
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ตารางที ่3 ตารางการแปลงหน่วยระหวา่งระบบ SI (SI Unit System ) กบัระบบองักฤษ(U.S. Customary 
System of Unit ) 
ปริมาณ แปลงจากระบบองักฤษ เป็น ระบบ SI แปลงจากระบบ SI เป็นระบบองักฤษ 

ความยาว mm     25.40  in   1   in     39.37    m 1   
 m   0.3048  ft    1   ft   3.281     m 1   
 km     1.609   mi 1   mi   0.6214   km 1   
พื้นท่ี 22 mm   645.2    in 1   22 in     1,550    m 1   
 22 m   0.0929     ft 1   22 ft   10.76     m 1   
ปริมาตร 333 mm     16.39(10)    in 1   3-63 in   61.02(10)    mm 1   
 33 m   0.02832     ft 1   33 ft     35.31    m 1   
 L     3.785    gal 1    gal 0.2642    L  1   
มวล kg     14.59    slug 1   slug  0.06854    kg 1   
แรง N     4.448    lb 1   lb    0.2248    N 1   
แรงกระจาย N/m   14.59  lb/ft   1   lb/ft  68.58    kN/m 1   
ความดนั kPa  6.895    psi  1   psi  0.1450    kPa  1   
 MPa  6.895    ksi  1   psi  145.0    MPa  1   
ความเร็ว m/s   0.0254    in/s  1   in/s   39.37    m/s  1   
 m/s   0.3048    ft/s  1   ft/s   3.281    m/s  1   
 km/h   1.609  mi/h    1   mi/h   0.6214  km/h    1   
ความเร่ง 22 m/s   0.0254    in/s  1   22 in/s   39.37    m/s  1   
 22 m/s   0.3048    ft/s  1   22 ft/s   3.281    m/s  1   
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ภาคผนวก  ค 
 

คุณสมบัตขิองวสัถุที่มีรูปทรงต่างๆ 
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ตารางที ่ค.1 ตารางแสดงคุณสมบติัของรูปทรงเรขาคณิตในระนาบ 
ลกัษณะของรูปทรง จุดศูนย์กลาง โมเมนต์ความเฉ่ือยของพืน้ที่ 
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ตารางที ่ค.2 ตารางแสดงคุณสมบติัของรูปทรงเรขาคณิตในระนาบ 
ลกัษณะของรูปทรง จุดศูนย์กลาง โมเมนต์ความเฉ่ือยของพืน้ที่ 

 
 

- 
 

 

 
 

  

 
 

- 
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ตารางที ่ค.2 ตารางแสดงคุณสมบติัของรูปทรงเรขาคณิตในระนาบ 
ลกัษณะของรูปทรง จุดศูนย์กลาง โมเมนต์ความเฉ่ือยของพืน้ที่ 

 
 

- 
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